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HIMPUNAN KLASIK

A. STANDAR KOMPETENSI

Mahasiswa dapat menjelaskan konsep-konsep dalam teori Him-
punan Klasik dan Himpunan Modern dan dapat menerapkannya
untuk menyelesaikan masalah yang terkait dengan bidang ilmu
lainnya maupun dalam kehidupan sehari-hari.

B. KOMPETENSI DASAR

Menjelaskan, mengidentifikasi, dan memberikan contoh himpun-
an klasik dan himpunan modern.

C. INDIKATOR

1. Mahasiswa dapat menganalisis tentang himpunan klasik dan
himpunan modern melalui proses analogi dengan memperha-
tikan syarat/ketentuan dari himpunan tersebut.

2. Mahasiswa dapat memberikan penjelasan tentang operasi dari
himpunan klasik dan himpunan modern menarik kesimpulan
secara logis.

1.1 PENGERTIAN HIMPUNAN KLASIK

Himpunan klasik atau himpunan tegas (crisp set) merupakan
konsep himpunan yang dikembangkan oleh seorang ahli mate-
matika Jerman yaitu George Cantor (1845-1918). Cantor lahir di
St. Petersburg, Rusia pada 3 Maret 1845 sebagai anak pertama
dari pasangan Georg Woldermar Cantor dan Maria Bohm. Cantor
mengenyam pendidikan dasarnya di rumah melalui guru privat.
Di usia 11 tahun, ia bersama keluarganya pindah ke Jerman dan
Cantor melanjutkan pendidikannya di Gymnasium lalu pindah ke
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Frankfrut dan Darmstadt. Di tahun 1860, Cantor lulus
dari Realschule di Darmstadt dengan hasil yang luar
biasa dan menunjukkan bahwa ia memiliki bakat yang
hebat dalam bidang matematika, khususnya trigono-
metri

Teori himpunan yang dikembangkan oleh Cantor
disebut juga himpunan klasik atau himpunan tegas.
Dalam himpunan klasik atau disebut juga himpunan
tegas, keanggotaan pada suatu himpunan (sebut misal
himpunan A) hanya akan memiliki dua kemungkinan,
yaitu anggota A atau tidak menjadi anggota A. Jika objek tersebut
menjadi anggota A, maka nilai keanggotaannya 1 dan jika tidak
nilai keanggotaannya 0.

Dalam kehidupan sehari-hari, himpunan disebut juga sebagai
kumpulan, gugus, kelompok atau set. Misalnya beberapa contoh
kalimat berikut:

a. Himpunan negara-negara ASEAN

Himpunan Mahasiswa Jurusan (HMJ) Tadris Matematika
Sekumpulan hewan melata

Kelompok gadis cantik

Kumpulan lukisan indah

®an o

Dalam Al-Qur'an surah ar-Rum ayat 15 disebutkan konsep
himpunan sebagai berikut:

Barangsiapa yang beriman dan beramal soleh, maka mereka semua
akan dihimpun di dalam sorga bersama orang-orang yang bergembira.

Apakah yang dimaksud dengan himpunan klasik? Dalam kon-
teks matematika sebutan himpunan pada option a, b, dan c ter-
masuk himpunan klasik, karena anggotanya jelas atau dapat di-
sebutkan secara tegas. Dalam option d dan e, termasuk ke dalam
sebutan bukan himpunan klasik, karena anggotanya tidak jelas
atau tidak dapat disebutkan secara tegas.
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Definisi 1: Himpunan Klasik/Tegas (Crisp Set)

Sekumpulan elemen/benda/objek yang dapat didefinisikan dengan

jelas dan memiliki batasan yang jelas.

Contoh 1:

Selidiki manakah berikut ini yang merupakan himpunan
R = Koleksi nama-nama Nabi Rasul

M = Kumpulan makanan lezat

A = Himpunan bilangan asli yang kurang dari 15

B = Himpunan nilai mahasiswa untuk yang tertinggi

J = Himpunan bayi yang menggemaskan

D = Himpunan ibukota Propinsi di Indonesia

Z = Himpunan nama-nama Allah

U=1{a2313a4,3}

Solusi:

a.

R merupakan himpunan, karena objek anggotanya dapat ter-
definisi dengan jelas di mana elemen dari R = {Adam, Idris,
Nuh, Hud, Soleh, Ibrahim, Luth, Ismail, Ishak, Ya’'kub, Yusuf,
Ayub, Syuib, Musa, Harun, Zulkifli, Daut, Sulaiman, Ilyas, Ilyasa,
Yunus Zakaria, Yahya, Isa, Muhammad}

Karena lezat bersifat relatif, tergantung dari cipta rasa seseo-
rang, maka makanan lezat dinyatakan tidak terdefinisi. Oleh
karena itu M bukan termasuk himpunan, akan tetapi bisa dise-
but himpunan jika konsep lezat diberikan kriteria-kriteria ter-
tentu. Analisis himpunan pada option ¢, d, e, f dan g diberikan
sebagai latihan mahasiswa.
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1.2 KEANGGOTAAN HIMPUNAN KLASIK

Keanggotaan Himpunan Klasik

Keanggotaan dari suatu objek dinyatakan dengan e = 1 dan bukan
keanggotaan dari suatu objek dinyatakan dengan ¢ = 0.

Penyajian Himpunan Klasik

( )
Enumerasi
yaitu menuliskan dengan mendaftarkan semua anggota
himpunan di antara dua tanda kurung kurawal.
Contoh:
Himpunan A dengan lima buah bilangan genap pertama
A=1{2,4,6,8,10}

. J
( )
Notasi Pembentuk Himpunan
yaitu menuliskan syarat yang harus dipenuhi oleh
anggotanya
Notasinya
A = {x | x syarat yang harus dipenuhi oleh x}

\_ J

Temukan cara penyajian himpunan klasik/
tegas (crisp set) yang lainnya
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1.3 OPERASI HIMPUNAN KLASIK

Gabungan Irisan
AUB={x|xeA atau x € B} ANB-{x|xeA dan x e B}

Komplemen
A={x|xegA xeX}

Jelaskan operasi himpunan tegas (crisp set)
untuk gabungan, irisan, dan komplemen!

Temukan dan jelaskan operasi himpunan
tegas (crisp set) untuk perkalian dan selisih!

Contoh 2:

Temukan anggota himpunan dari hasil operasi gabungan, iris-
an, dan komplemen, perkalian dan selisih.

Sifat-sifat operasi himpunan klasik/tegas
a. Tertutup

bid 5
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b. Komutatif
c. Asosiatif

d. Distributif
e. Idempoten

Jelaskan sifat-sifat dari operasi himpunan tegas (crisp
set) dan berikan contoh untuk perkalian dan selisih!

Contoh 3:

Gunakan definisi dan sifat operasi irisan, gabungan, dan pen-
jumlahan pada himpunan berikut:
A={0,3,6,9,12, 15,18}
B=1{3,57911,13,15,17,19}
C={0,1,23,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

Tentukan:
a. AnB
bh. AnC
c. BmC
d AuUB
e. BuC
f. AuC
g A+B

h. B+C
i. A-C

An(B+C)
AU (B+0)
A+(BnC)

53 -~

1.4 JENIS-JENIS HIMPUNAN

Himpunan Kosong Himpunan Bagian @

An(BuUC)
AuBnC

Himpunan Ekuivalen

Himpunan Saling
Lepas

Himpunan Kuasa
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Jelaskan dan beri contoh untuk masing-masing dari jenis-jenis
himpunan tersebut!

Latihan Soal

1. Berilah contoh 2 himpunan yang bila diiriskan hasilnya ada-
lah himpunan kosong.

2. Berilah contoh 2 himpunan tak hingga yang bila diiriskan ha-
silnya himpunan berhingga.

3. Diketahui:

A ={x]|1<x 5 maka x ialah bilangan bulat}.
B={x|x 5, makaxialah bilangan prima}.
Tentukanlah hasil dari (A U B)!

4. Ada 40 orang peserta yang ingin mengikuti sebuah lomba.
Lombanya ialah ada baca puisi yang di ikuti oleh 23 orang
peserta, lalu ada lagi lomba baca puisi dan menulis cerpen
yang di ikuti oleh 12 orang peserta. Hitunglah berapa banyak
peserta yang mengikuti lomba menulis cerpen?

5. Diketahui himpunan:

B={x|3 <x<8, xbilangan asli} dan
B={x|5=<x<10, x bilangan asli}
Tentukan anggota dari C - B!

6. Diketahui dua himpunan A dan B. Jika (A n B) = A, n(A) = 5,
dan n(B - A) = 6, tentukan n(B)!

7. Nyatakanlah himpunan berikut dengan menggunakan syarat
keanggotaan atau notasi pembentuk himpunan.

a. A={1,4,710, 13}
b. B={4,5,6,7, 8,10}

8. Dari himpunan berikut, manakah yang termasuk himpunan

kosong (empty set)?

a. A={x|x?+1, xe bilangan asli}

b. B={x|b huruf sebelum a pada abjad Latin}
c. C={x|13<x<16, xe bilangan prima}

d. D={x|x<1, xe bilangan cacah}
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9. JikaA={4}dan,C={x|x?-16 =0, x > 0} apakah dapat dika-
takan bahwa A = B?

10.Jika A={a, b}, B{c,d, e},danA={c, d, e f}, C={c, d, g}, maka
tunjukkan bahwa:
a. Ax(Bn C) = (AxB) n (AxC)
b. Ax (B-C) = (AxB) — (AxC)
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HIMPUNAN MODERN

A. STANDAR KOMPETENSI
Mahasiswa dapat menganalisis konsep himpunan fuzzy dan dapat
memanfaatkannya untuk menyelesaikan permasalahan di berbagai
bidang ilmu.

B. KOMPETENSI DASAR
Menjelaskan konsep fuzzy, menerapkan dan merancang fuzzy di
berbagai disiplin ilmu.

C. INDIKATOR
1. Mahasiswa dapat membedakan himpunan fuzzy dan himpunan

tegas.

2. Mahasiswa dapat menerapkan fuzzy logic dalam berbagai di-
siplin ilmu.

3. Mahasiswa dapat merepresentasikan masalah melalui aturan
fuzzy.

4. Mahasiswa dapat menentukan metode penyelesaian fuzzy logic.

D. SKEMA HUBUNGAN MATERI PERKULIAHAN

Sejarah
Fuzzy dan Aplikasi

A ¢

Keanggotaan dan
Operasi Fuzzy

v

Himpunan Metode
Fuzzy Penyelesaian Fuzzy

v
v v

Mamdani Sugeno

Fuzzy Logic

Gambar 2.
Peta Konsep Himpunan Fuzzy
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2.1 SEJARAH FUZZY LOGIC

Logika hanya didasarkan atas 2 nilai kebenaran yaitu TRUE (1)
dan FALSE (0) kadang-kadang dirasakan kurang lengkap untuk me-
nyatakan logika berpikir manusia. Sehingga dikembangkan logika
yang tidak hanya bernilai 0 atau 1 tapi menggunakan logika yang
punya interval nilai antara [0,1] yang disebut dengan logika samar
(fuzzy logic).

Fuzzy logic (FL) diperkenalkan pada tahun 1965 oleh Lotfi A.
Zadeh, seorang Profesor di bidang ilmu komputer, Universitas Cali-
fornia, Berkeley. FL dipakai untuk menyatakan data atau informasi
yang bersifat tidak pasti atau samar.

Tapi sebenarnya sejarah fuzzy logic (FL) dimulai jauh sebelum-
nya yaitu ketika jaman Yunani Kuno. Aristotle dan beberapa filsuf
lainnya, dalam rangka menemukan teori logika dia mengemuka-
kan hukum-hukum yang disebut “laws of thought”. Salah satu di
antaranya adalah “law of excluded middle” yang menyatakan bah-
wa setiap pernyataan (propotition) harus bernilai TRUE (T) atau
FALSE (F). Bahkan ketika Parminedes mengusulkan versi pertama
dari hukum tersebut (400 BC) langsung mendapat pertentangan
dari Heraclitus yang menyatakan bahwa setiap pernyataan hanya
bernilai TRUE dan NOT TRUE. Pada saat itu Plato yang meletakkan
pondasi bagi Fuzzy Logic, menyatakan bahwa ada daerah ketiga
(selain TRUE dan FALSE).

Salah satu pernyataan alternatif yang berbeda dengan logika
dengan 2 nilai kebenaran (Aristotle) pertama kali dikemukakan
oleh Lucasiewicz (1920). Dia mengemukan logika dengan 3 nilai
kebenararan beserta dengan penjelasan matematiknya. Nilai ke-3
dia sebut dengan istilah “mungkin” (possible). Dan diberikan nilai
numerik yaitu antara TRUE (1) dan FALSE (0). Selanjutnya Lucasie-
wicz mengemukakan tentang logika dengan 4 nilai kebenaran, 5
nilai kebenaran, dan kemudian menyatakan bahwa logika memi-
liki nilai tak berhingga (infinite). Logika dengan 3 nilai dan logi-

10 o
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ka dengan nilai tak berhingga yang paling menarik.
Tapi selanjutnya dia lebih memilih logika dengan 4
nilai kebenaran karena paling mudah disesuaikan de-
ngan logika Aristotle (2 nilai kebenaran). Juga perlu
dicatat Knuth, juga menyatakan logika dengan 3 nilai
kebenaran hampir sama seperti Lucasiewicz. Knuth
berspekulasi bahwa matematik akan menjadi lebih
nyaman jika dibandingkan secara tradisional dengan
hanya 2 nilai kebenaran.

Ide dari logika dengan nilai tak berhingga sudah diperkenal-
kan oleh Lotfi A. Zadeh dalam tulisannya yang berjudul tentang
“Fuzzy Sets” (himpunan fuzzy) disertai dengan penjelasan mate-
matik teori himpunan fuzzy dan juga tentang logika fuzzy. Dalam
teori ini juga dijelaskan tentang pembentukan Fungsi Keaggotaan
(membership function) yang beroperasi pada range nilai antara [0,
1]. Di samping itu juga diusulkan tentang operasi-operasi matema-
tika logika yang pada prinsipnya merupakan pengembangan dari
logika klasik.

Teori fuzzy logic (FL) sudah menyediakan teori matematika
untuk menampung ketidakpastian proses berpikir manusia. Bebe-
rapa ciri dari fuzzy logic (FL) (Zadeh, 1992), yaitu:

a. Dalam FL, logika pasti (exact) dianggap sebagai kasus terbatas
dari logika tidak pasti (approximate).

b. Dalam FL, segala sesuatu (pernyataan) ditentukan berdasar-
kan tingkatan (degree).

c. Dalam FL, pengetahuan merupakan kumpulan dari batasan-
batasan yang elastis atau tidak pasti (fuzzy).

d. Pengambilan keputusan adalah proses peralihan dari batasan-
batasan elastis atau tidak pasti.

e. Semua sistem logika dapat dibuat menjadi samar (fuzzy).

11
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2.2 APLIKASI FUZZY LOGIC DALAM INDUSTRI

Pada masa sekarang ini kita dapat melihat berbagai penerap-

an fuzzy logic pada alat-alat dan mesin yang digunakan dalam
kehidupan sehari-sehari manusia. Dengan digunakannya fuzzy lo-
gic dalam prinsip kerja alat-alat dan mesin penunjang pekerjaan
manusia tersebut membuat waktu, biaya, tenaga menjadi lebih
efektif dan efisien sehingga juga meningkatkan tingkat produkti-
fitas pekerjaan yang dilakukan manusia. Berikut ini adalah bebe-
rapa bentuk implementasi fuzzy logic dalam berbagai bidang di
kehidupan sehari-hari manusia.

1

12

Air conditioner (AC)

Sistem kontrol AC menggunakan fuzzy logic, seperti berikut:
“Jika suhu udara semakin hangat, daya pendinginan naik sedi-
kit, jika udara semakin dingin, matikan daya ke bawah.”
Beberapa keuntungan yang diperoleh adalah mesin menjadi
halus sehingga tidak cepat rusak, suhu kamar yang nyaman
menjadi lebih konsisten dan peningkatan efisiensi (penghe-
matan energi).

Vacuum cleaner

Prinsip kerja vacuum cleaner sebagai berikut: “Karakteristik
lantai dan jumlah debu yang dibaca oleh sensor inframerah
dan mikroprosesor akan memilih daya yang sesuai dengan
kontrol fuzzy berdasarkan karakteristik lantai.”

Karakteristik lantai meliputi jenis (kayu, semen, ubin, kelem-
butan karpet, karpet tebal, dan lain-lain). Pola perubahan jum-
lah debu yang melewati sensor inframerah dapat dideteksi.
Mikroprosesor menetapkan pengaturan yang sesuai dengan
vakum dan daya motor menggunakan skema kontrol fuzzy.
Lampu merah dan hijau dari penyedot debu menunjukkan
jumlah debu tersisa di lantai.

Automatic transmission system

Dalam sistem transmisi otomatis konvensional, sensor elektro-
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nik mengukur kecepatan kendaraan dan membuka throttle,
dan gear bergeser berdasarkan nilai variabel-variabel yang
telah ditentukan. Dengan digunakannya fuzzy logic membuat
transmisi kontrol fuzzy mampu membaca beberapa variabel
termasuk kecepatan kendaraan dan akselerasi, membuka th-
rottle, laju perubahan pembukaan throttle, beban mesin, dan
gaya mengemudi. Ketika variabel ini terdeteksi maka akan di-
beri bobot nilai dan agregat fuzzy dihitung untuk memutuskan
kapan akan oper. Controler ini dikatakan lebih fleksibel, ha-
lus, dan efisien, memberikan kinerja yang lebih baik. Sebuah
sistem yang terintegrasi dikembangkan oleh Mitsubishi juga
menggunakan logika fuzzy untuk kontrol aktif dari sistem sus-
pensi, four-wheel-drive (traksi), kemudi, dan pendingin udara.
4. Washing machine

Sistem kontrol fuzzy yang digunakan pada mesin cuci ini dapat
mengendalikan kualitas dan kuantitas kotoran, ukuran beban,
dan jenis kain, dan mengatur siklus cuci dan jumlah deterjen
sesuai. Adapun jumlah air di mesin cuci diukur dengan sensor
cahaya.

2.3 PENGERTIAN HIMPUNAN KABUR (FUZZY SET)

Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan dan tekno-
logi, teori himpunan dikembangkan lebih modern lagi untuk meng-
atasi salah satu masalah di atas yang disebut dengan himpunan
modern atau himpunan kabur (fuzzy set). Konsep ini dikembang-
kan oleh Prof. Lutfi Ahmad Zadeh berkebangsaan Iran. Himpunan
fuzzy merupakan perkembangan dari himpunan tegas. Konsep ini
merupakan pendefinisian untuk suatu himpunan yang keangggo-
taan tidak jelas menjadi jelas.

Himpunan fuzzy adalah sekumpulan objek X dan anggota-
nya dinyatakan dengan x di mana masing-masing objek memiliki

“, n

nilai keanggotaan “u” atau disebut juga dengan nilai kebenaran.
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Himpunan fuzzy dari A di dalam X adalah himpunan dengan se-
pasang anggota yang dapat dinyatakan dengan: A = {u,(x)|x; xeX,
a(x)e[0,1]<R}, (Kuncahyo B, Ginardi, Arieshanti I, 2012).

Definisi 2: (Himpunan Fuzzy)

Sekumpulan benda/objek yang sifat/karakteristiknya tidak bisa di
definisikan dan di identifikasi dengan jelas atau dapat dinyatakan
bersifat relatif (ketidakpastian).

Ada beberapa hal yang perlu diketahui dalam sistem fuzzy,
yaitu:
a. Variabel fuzzy
Variabel fuzzy merupakan variabel yang hendak dibahas da-
lam suatu sistem fuzzy. Contoh: umur, temperatur, permintaan,
dan lain-lain.
b. Himpunan fuzzy
Himpunan fuzzy merupakan suatu grup yang memiliki suatu
kondisi atau keadaan tertentu dalam suatu variabel fuzzy.
Contoh: variabel temperatur terbagi menjadi 5 himpunan fu-
zzy, yaitu PANAS, DINGIN, SEJUK, NORMAL, dan HANGAT.

Nilai keanggotaannya menunjukkan bahwa suatu item m sua-
tu ruang output. Seperti pada gambar dibawah satu ruang output
tidak hanya bernilai benar atau salah. Nilai 0 menunjukkan salah,
nilai 1 menunjukkan benar, dan masih ada nilai-nilai yang terletak
antara benar dan salah.

Seseorang dapat masuk dalam 2 himpunan berbeda, MUDA
dan PAROBAYA, PAROBAYA dan TUA. Seberapa besar eksistensi-
nya dalam himpunan tersebut dapat dilihat pada nilai keanggo-
taannya. Gambar berikut ini menunjukkan himpunan fuzzy untuk
variabel umur.

14
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muda parobaya tua

HO)

0,5 |«

umur (th)

Dari gambar di atas, dapat dilihat bahwa:

Seseorang yang berumur 40 tahun, termasuk dalam himpunan
MUDA dengan pMUDA[40] = 0,25; namun dia juga termasuk
dalam himpunan PAROBAYA dengan pPAROBAYA[40] = 0,5.
Seseorang yang berumur 50 tahun, termasuk dalam himpunan
MUDA dengan pMUDA[50] = 0,25; namun dia juga termasuk
dalam himpunan PAROBAYA dengan uPAROBAYA[50] = 0,5.

Himpunan fuzzy memiliki 2 atribut, yaitu (Kusumadewi, 2004):
Linguistik yaitu penamaan suatu grup yang mewakili suatu
keadaan atau kondisi tertentu dengan menggunakan bahasa
alami, contoh: MUDA, PAROBAYA, TUA.

Numeris yaitu suatu nilai (angka) yang menunjukan ukuran
dari suatu variabel. Contoh: 40, 25, 50, dan sebagainya.

Ada beberapa hal yang perlu diketahui dalam memahami sis-

tem fuzzy, yaitu:

a.

Variabel fuzzy, merupakan variabel yang hendak dibahas da-
lam suatu sistem fuzzy. Contoh: umur, temperatur.

Himpunan fuzzy, merupakan suatu grup yang mewakili suatu
kondisi tertentu dalam variabel fuzzy. Contoh: variabel umur
terbagi menjadi 3 himpunan fuzzy yaitu MUDA, PAROBAYA
dan TUA. Variabel temperatur terbagi menjadi 5 himpunan
fuzzy, yaitu: DINGIN, SEJUK, NORMAL, HANGAT, PANAS.
Semesta pembicaraan, adalah keseluruhan nilai yang diperbo-
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lehkan untuk dioperasikan dalam suatu variabel fuzzy. Nilai
semesta pembicaraan dapat berupa bilangan positif maupun
negatif.

d. Domain, adalah keseluruhan nilai yang diijinkan dalam semes-
ta pembicaraan dan boleh dioperasikan dalam suatu himpun-
an fuzzy. Nilai domain dapat berupa bilangan positif maupun
negatif.

2.4 KEANGGOTAAN DAN OPERASI FUZZY

Pada himpunan fuzzy nilai keanggotaan terletak pada rentang
0 sampai 1. Apabila x memiliki nilai keanggotaan fuzzy pA[x] = 0
berarti x tidak menjadi anggota himpunan A, demikian pula apa-
bila x memiliki nilai keanggotaan fuzzy pA[x] = 1 berarti x menjadi
anggota penuh pada himpunan A. Suatu himpunan fuzzy pada him-
punan semesta U dapat dinyatakan dengan nilai fungsi keanggota-
an pada interval [0,1].

Suatu himpunan fuzzy A pada himpunan semesta S dapat di-
nyatakan dengan himpunan pasangan terurut elemen dan nilai
keanggotaanya (Wang, 1997: 22). Secara matematis pernyataan
tersebut dapat ditulis dengan: A = {x, pA(x)|xeS}

Apabila terdapat dua himpunan fuzzy A, B pada semesta S
maka untuk menentukan nilai keanggotaan antar elemen tertentu
dalam semesta S mengikuti teori fungsi himpunan pada umumnya,
yaitu dengan menggunakan operasi gabungan (union), irisan (in-
tersection), dan komplemen. Operasi tersebut didefinisikan secara
khusus untuk mengkombinasi dan memodifikasi himpunan fuzzy.
Nilai keangggotaan sebagai hasil dari operasi 2 himpunan sering
dikenal dengan a-predikat.

Ada 3 operator dasar yang diciptakan oleh Prof. A. Zadeh yaitu:

a. Operator OR
Operator ini berhubungan dengan operasi gabungan. a- predi-
kat sebagai hasil dari operasi dengan menggunakan operator
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OR diperoleh dengan mengambil nilai keanggotaan terbesar
antar-elemen pada himpunan yang bersangkutan.

Haus = Max (UxX, Hgy)

b. Operator AND
Operator ini berhubungan dengan operasi irisan. a-predikat
sebagai hasil dari operasi dengan menggunakan operator
AND diperoleh dengan mengambil nilai keanggotaan terkecil
antar-elemen pada himpunan yang bersangkutan.

Ha = min (U,X, Hgy)

c. Operator NOT
Operator ini berhubungan dengan operasi komplemen,
a-predikat sebagai hasil dari operasi dengan menggunakan
operator NOT diperoleh dengan menggunakan rumus:

Ha=1-paXx

2.5 FUNGSI KEANGGOTAAN FUzzY

Fungsi keanggotaan merupakan fungsi yang memetakan ele-
men suatu himpunan ke nilai keanggotaan pada interval [0,1].
Fungsi keanggotaan bisa direpresentasikan dengan berbagai cara,
yaitu representasi linier, segitiga, dan trapesium.

a. Representasi Kurva Linier

Representasi paling sedeharna dalam fungsi keanggotaan fuz-
zy yaitu representasi kurva linier yang digambarkan sebagai suatu
garis lurus yang dikelompokkan atas 2, yaitu kurva linier turun dan
kurva linier naik. Keadaan himpunan fuzzy linier ada dua. Pertama,
himpunan mengalami penurunan dari derajat keanggotaan satu
bergerak ke kanan menuju derajat keanggotaan yang lebih rendah
menuju nol disebut kurva linier turun.
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Gambar 4. A
Representasi Kurva 1
Linier Turun
Derajat
Keanggotaan
pix]

\

0 a domain b
Fungsi keanggotaan linier turun:
b— Keterangan:
ux) =< b-a’ asxsb a = nilai domain terkecil saat derajat
0 x>b keanggotaan terkecil

b = derajat keanggotaan terbesar
dalam domain

Jika himpunan mengalami kenaikan dari derajat keanggota-
an nol bergerak ke kanan menuju derajat keanggotaan yang lebih
tinggi menuju satu maka disebut kurva linier naik.

Gambar 5. A
Representasi Kurva T
Linier Naik
Derajat
Keanggotaan
pix]
0 a domain b

Fungsi keanggotaan linier naik:

0, x<a Keterangan:

X — a = nilai domain terkecil saat derajat
H(x) = g 25X b keanggotaan terkecil

0, x=b b = derajat keanggotaan terbesar

dalam domain
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b. Representasi Kurva Segitiga

Representasi kurva segitiga merupakan gabungan dari repre-
sentasi linier (Klir, Clair, & Yuan, 1997: 83-86). Representasi kurva
segitiga dapat dilihat pada gambar berikut:

Gambar 6.
Representasi Kurva
Segitiga

Derajat
Keanggotaan

A

pix]

\J

Fungsi keanggotaan dari representasi segitiga, yaitu:

X<a atau x=c
—a

x &

,as<x<bh

-
—~
x
feX
]
N T
X o

o

Cc—-

Keterangan:

a = nilai domain terkecil saat derajat
keanggotaan terkecil

b = derajat keanggotaan terbesar
dalam domain

¢ = nilai domain terbesar saat derajat
keanggotaan terkecil

c. Representasi Kurva Trapesium

Representasi kurva trapesium pada dasarnya seperti bentuk
segitiga, hanya saja ada beberapa titik yang memiliki nilai keang-

gotaan 1.
Gambar 7. A
Representasi Kurva 1
Trapesium
Derajat
Keanggotaan
plx]
0 a b c d
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Fungsi keanggotaan dari representasi trapesium, yaitu:

(0, x<a atau x=d Keterangan:
X -2 a = nilai domain terkecil saat derajat
asxs<b .
b_3 keanggotaan terkecil
=9 1 bex<c b = derajat keanggotaan terbesar
q T dalam domain
d_)é , csxsd ¢ = nilai domain terbesar saat derajat
L d-

keanggotaan terkecil

2.6 PENGOPERASIAN SISTEM FUZZY

Pengoperasian sistem fuzzy diatur berdasarkan aturan him-

punan fuzzy. Beberapa keistimewaan sistem fuzzy (Wang, 1997: 6),
yaitu:

a.

20

Sistem fuzzy cocok digunakan pada sistem pemodelan karena
variabelnya bernilai real.

Sistem fuzzy menyediakan kerangka yang digunakan untuk
menggabungkan aturan-aturan fuzzy implikasi yang bersum-
ber dari pengalaman manusia.

Terdapat berbagai pilihan dalam menentukan fuzzifier dan
deffuzifier sehingga dapat diperoleh sistem fuzzy yang paling
sesuai dengan model.

Elemen dasar dalam sistem fuzzy (Wang, 1997:89):

Basis kaidah (rule base), berisi aturan-aturan secara linguistik
yang bersumber dari para pakar.

Mekanisme pengambil keputusan (inference engine), merupa-
kan bagaimana para pakar mengambil suatu keputusan de-
ngan menerapkan pengetahuan (knowledge).

Proses fuzzifikasi (fuzzifiction), yaitu mengubah nilai dari him-
punan tegas ke nilai fuzzy.

Proses defuzzifikasi (defuzzification), yaitu mengubah nilai
fuzzy hasil inferensi menjadi nilai tegas.
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Skema susunan pada sistem fuzzy ditunjukkan sebagai berikut:

Gambar 8. Skema Susunan
Sistem Fuzzy Fuzzy
Rule Base
Penentuan
Fuzzifikasi —>| Keputusan —> Defuzzifikasi
T (Inferensi Fuzzy) ¢
Input Output

a. Fuzzifikasi.
Menurut Wang (1997:105), fuzzifikasi didefinisikan sebagai pe-
metaan dari himpunan tegas ke himpunan fuzzy. Pada proses
fuzzifikasi harus memenuhi kriteria yaitu semua anggota yang
terdapat pada himpunan tegas harus termuat dalam himpun-
an fuzzy dan sistem fuzzy yang digunakan harus bisa memper-
mudah perhitungan.

b. Fuzzy rule base.
Rule base yang digunakan pada himpunan fuzzy adalah atur-
an IF-THEN.

c. Inferensi fuzzy
Merupakan tahap evaluasi pada aturan fuzzy. Tahap evaluasi
dilakukan dengan proses implikasi dalam menalar nilai ma-
sukan (input fuzzy) untuk menentukan nilai keluaran (output
fuzzy) berupa himpunan fuzzy sebagai bentuk pengambilan
keputusan. Salah satu model penalaran yang banyak dipakai
adalah penalaran max-min. Dalam penalaran ini, proses per-
tama yang dilakukan adalah melakukan operasi min sinyal
keluaran lapisan fuzzifikasi, yang diteruskan dengan operasi
max untuk mencari nilai keluaran yang selanjutnya akan dide-
fuzzifikasikan sebagai bentuk keluaran.
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d. Defuzzifikasi
Merupakan proses yang berkebalikan dengan proses pada
fuzzifikasi. Defuzzifikasi dinyatakan sebagai pemetaan dari
himpunan fuzzy ke himpunan tegas. Pada proses defuzzifikasi
ada tiga kriteria yang harus dipenuhi yaitu masuk akal, perhi-
tungannya sederhana dan kontinu.

2.7 METODE PENYELESAIAN FUZZY

Fuzzy inference system merupakan sebuah kerangka kerja
perhitungan berdasarkan konsep teori himpunan fuzzy yang digu-
nakan untuk menarik kesimpulan atau suatu keputusan (Kusuma-
dewi, 2006). Untuk penarikan kesimpulan dalam Fuzzy Inference
System terbagi menjadi dua metode, yaitu Metode Sugeno dan
metode fuzzy Mamdani. Perbedaan dari kedua metode ini terletak
pada output yang dihasilkan, proses komposisi aturan dan defuz-
zifikasinya.

Pada metode Sugeno, output yang dihasilkan berupa fungsi
linear atau konstanta. Output ini berbeda dengan yang dihasilkan
oleh Metode Fuzzy Mamdani, di mana metode ini menghasilkan
output berupa suatu nilai pada domain himpunan fuzzy yang di-
kategorikan ke dalam komponen linguistik. Kelemahan dari out-
put berupa fungsi linear atau konstanta adalah nilai output yang
dihasilkan harus sesuai dengan nilai yang telah ditentukan, hal ini
timbul masalah apabila nilai output tidak sesuai dengan kriteria
yang telah ditentukan. Output ini dapat dikatakan benar apabila
dapat menyajikan output yang ditentukan oleh antesenden (Sal-
man, 2010). Oleh karena itu, metode fuzzy Mamdani lebih akurat
dalam menghasilkan suatu output berupa himpunan fuzzy.

a. Metode Fuzzy Mamdani

Metode fuzzy Mamdani merupakan salah metode untuk pena-
rikan kesimpulan dari fuzzy inference system sehingga menghasil-
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kan suatu keputusan terbaik dalam permasalahan yang tidak pasti
(Bova, 2010). Metode fuzzy Mamdani diperkenalkan oleh Ebrahim
Mamdani pada 1975. Metode fuzzy Mamdani dalam prosesnya
menggunakan kaidah-kaidah linguistik dan memiliki algoritma
fuzzy yang dapat dianalisis secara matematika, sehingga lebih mu-
dah dipahami (McNeill, 1994).

Kelebihan pada metode fuzzy Mamdani adalah lebih spesifik,
dan lebih memperhatikan kondisi yang akan terjadi untuk setiap
daerah fuzzy-nya, sehingga menghasilkan hasil keputusan yang
lebih akurat (Bova, 2010). Kelebihan lainnya, metode ini lebih co-
cok apabila input diterima dari manusia, sehingga lebih diterima
oleh banyak pihak. Adapun kelemahan dari metode fuzzy Mam-
dani adalah metode ini hanya dapat digunakan untuk data dalam
bentuk kuantitatif saja, tidak dapat digunakan untuk data yang
berbentuk kualitatif (Salman, 2010). Prosedur metode Mamdani di-
lakukan melalui beberapa tahapan, yaitu pembentukan himpunan
fuzzy; aplikasi fungsi implikasi; komposisi aturan; defuzzifikasi (Eb-
rahim Mamdani, 1975).

Tahap pertama dari prosedur metode fuzzy Mamdani adalah
pembentukan himpunan fuzzy atau dikenal pula dengan istilah
fuzzifikasi. Fuzzifikasi merupakan proses yang dilakukan dengan
mengtransformasi input himpunan tegas (crisp) ke dalam himpun-
an fuzzy (Ross, 2010). Hal ini dilakukan karena input yang diguna-
kan awalnya adalah dalam bilangan tegas (real) dari suatu him-
punan tegas (crisp). Himpunan fuzzy ini didasarkan pada tingkatan
linguistiknya yang dikelompokkan dalam suatu variabel fuzzy.
Pada setiap himpunan fuzzy tersebut ditentukan domain dan fung-
si keanggotaan yang berikutnya digunakan untuk menentukan ni-
lai keanggotaan setiap himpunan fuzzy berdasarkan variabel in-
putnya yang merupakan bilangan real, di mana nilai keanggotaan
tersebut terletak pada interval [0,1]. Pada metode fuzzy Mamdani
ini fungsi keanggotaan yang digunakan adalah fungsi keanggota-
an trapesium, fungsi keanggotaan segitiga dan fungsi keanggotaan
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bahu kiri atau kanan. Hal ini dikarenakan pada fungsi keanggota-
an trapesium terdapat dua titik dari himpunan fuzzy yang memi-
liki nilai keanggotaan satu. Apabila hanya terdapat satu titik dari
himpunan fuzzy yang memiliki nilai keanggotaan satu, maka digu-
nakan fungsi keanggotaan segitiga. Fungsi keanggotaan bahu kiri
atau kanan digunakan untuk mengawali dan mengakhiri variabel
suatu daerah fuzzy.

Tahap kedua dari prosedur metode fuzzy Mamdani adalah
penerapan fungsi implikasi yang terdiri atas kumpulan premis
dan satu konklusi. Fungsi implikasi berguna untuk mengetahui hu-
bungan antara premis-premis dan konklusinya. Bentuk dari fungsi
implikasi ini adalah dengan pernyataan IF is THEN is, dengan dan
adalah skalar, serta A dan adalah himpunan fuzzy (Ade Lahsasna,
2010). Dalam istilah logika fuzzy, proposisi yang mengikuti IF dise-
but dengan antisenden, sedangkan proposisi yang mengikuti THEN
disebut dengan konsekuen. Proposisi atau aturan fuzzy ini dapat
diperluas dengan menggunakan penghubung fuzzy AND (inter-
seksi).

Tahap ketiga dari prosedur metode fuzzy Mamdani adalah
komposisi aturan. Pada tahap ini, suatu prosedur dengan tujuan
untuk menentukan inferensi dari kumpulan dan korelasi antar
aturan menggunakan metode Max, dengan makna lain yaitu pro-
sedur menggabungkan fungsi keanggotaan dari aturan. aplikasi
fungsi implikasi (Ade Lahsasna, 2010). Solusi himpunan fuzzy diper-
oleh dengan cara mengambil nilai maksimum aturan, kemudian
menggunakannya untuk memodifikasi daerah fuzzy dan mengapli-
kasikannya ke dalam output (keputusan akhir) dengan mengguna-
kan operator OR (union). Apabila semua proposisi telah dievaluasi,
maka output akan berisi suatu himpunan fuzzy yang merefleksikan
kontribusi dari setiap proposisi.

Tahap terakhir dari prosedur metode fuzzy Mamdani ada-
lah proses defuzzifikasi. Proses defuzzifikasi dipergunakan untuk
menafsirkan nilai keanggotaan fuzzy menjadi keputusan tertentu
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atau bilangan real (Bova, 2010). Proses defuzzifikasi ini perlu dila-
kukan, karena output keputusan fuzzy adalah tetap variabel lingu-
istik dan membutuhkan konversi ke dalam variabel crisp. Metode
yang digunakan dalam proses defuzzifikasi ini adalah defuzzifikasi
dengan metode centroid (titik pusat). Metode ini memperhatikan
kondisi setiap daerah fuzzy-nya, sehingga menghasilkan hasil yang
lebih akurat (Salman, 2010). Metode centroid yaitu suatu metode
di mana semua daerah fuzzy dari hasil komposisi aturan diga-
bungkan dengan tujuan untuk membentuk hasil yang optimal dan
mengambil titik pusat daerah fuzzy. Prosedur defuzzifikasi dengan
menggunakan metode centroid, yaitu menentukan momen (inte-
gral dari masing-masing fungsi keanggotaan dari komposisi atur-
an), menentukan luas, dan menentukan titik pusat.

b. Metode Fuzzy Sugeno

Fuzzy metode Sugeno merupakan metode inferensi fuzzy
untuk aturan yang direpresentasikan dalam bentuk IF — THEN, di
mana output (konsekuen) sistem tidak berupa himpunan fuzzy,
melainkan berupa konstanta atau persamaan linear (KUS-02: 98).
Metode tersebut akan digunakan untuk menentukan jumlah pe-
mesanan barang berdasarkan data persediaan barang dan jumlah
permintaan. Data persediaan barang. dan jumlah permintaan ada-
lah variabel-variabel yang akan direpresentasikan dengan fungsi
keanggotaan fuzzy, selanjutnya metode sugeno untuk menentu-
kan jumlah pemesanan barang diterapakan dalam sistem pendu-
kung keputusan (SPK). Kemudian SPK akan mengolah data-data
tersebut dengan metode sugeno dan akan menampilkan keluaran
(output) berupa jumlah barang yang akan dipesan. Metode ini di-
perkenalkan oleh Takagi-Sugeno Kang pada 1985. Model Sugeno
menggunakan fungsi keanggotaan singleton, yaitu fungsi keang-
gotaan yang memiliki derajat keanggotaan 1 pada suatu nilai crisp
tunggal dan 0 pada nilai crisp yang lain.

Untuk mendapatkan output (hasil), maka terdapat 4 langkah/
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tahapan sebagai berikut:

1)

2)

3)

26

Pembentukan himpunan fuzzy

Menentukan semua variabel yang terkait dalam proses yang
akan ditentukan. Untuk masing-masing variabel input, tentu-
kan suatu fungsi fuzzifikasi yang sesuai.

Aplikasi fungsi implikasi

Menyusun basis aturan, yaitu aturan-aturan berupa implikasi-
implikasi fuzzy yang menyatakan relasi antara variabel input
dengan variabel output.

Komposisi aturan

Apabila sistem terdiri dari beberapa aturan, maka inferensi
diperoleh dari kumpulan dan korelasi antar aturan. Metode
yang digunakan dalam melakukan inferensi sistem fuzzy, ya-
itu Metode Min (Minimum). Pada metode ini, solusi himpunan
fuzzy diperoleh dengan cara mengambil nilai minimum atur-
an, kemudian menggunakan nilai tersebut untuk memodifi-
kasi daerah fuzzy dan mengaplikasikannya ke output dengan
menggunakan operator AND. Jika semua proporsi telah die-
valuasi, maka output akan berisi suatu himpunan fuzzy yang
merefleksikan kontribusi dari tiap-tiap proporsi. Secara umum
dapat dituliskan:

H(x) =min (us(x), pk(x)  Keterangan:
ps(x) = nilai keanggotaan solusi fuzzy
sampai aturan ke-i
pk(x) = nilai keanggotaan konsekuen
fuzzy sampai aturan ke-i

Penegasan

Masukan dari proses penegasan adalah suatu himpunan fuzzy
yang diperoleh dari komposisi aturan-aturan fuzzy, sedangkan
output yang dihasilkan merupakan suatu bilangan real yang
tegas. Sehingga jika diberikan suatu himpunan fuzzy dalam
range tertentu, maka dapat diambil suatu nilai tegas tertentu

%z{m
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sebagai output. Apabila komposisi aturan menggunakan me-
tode Sugeno makna defuzzifikasi (Z*) dilakukan dengan cara
mencari nilai rata-rata terpusatnya.

n Keterangan:

Z i.zi Z* = output perhitungan logika fuzzy
i=1 Zi = Z masing-masing rule

i pi = derajat keanggotaan hasil proses

Al

Latihan Soal
1.

Tentukan himpunan berikut yang tidak terdefinisi sebagai
himpunan tegas ....

a. K={Binatan g berkaki enam}

b. K={x|x<2 xeR}

c K={x-2<x<-1xez}

d. K={nama ilmuwan jenius)

Diketahui himpunan tegas:

S={a,bcdefghij

P={e f g h}

Q={a,b,cij}

Tentukan nilai keanggotaan pPl[i], pQla], pQ[h].

Diketahui nilai keanggotaan untuk variabel UMUR secara
grafis seperti gambar berikut:

muda dewasa tua

HX) | :

™ y

A
/ A\E/A
35

45 55 65 umur (th)

25

Tentukan nilai pMuda[40] dan pDewasa[40] untuk seseo-
rang yang berumur 40 tahun!

27
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4.

Diberikan himpunan kabur C dengan fungsi yang menya-
takan nilai keanggotaan pada semesta bilangan real non-
negatif berikut:

p
X+2 untuk 0 < x < 2
4
@ untuk 2<x<5
f(x) = <
0,3 untuk 5<x<8
% untuk 8 <x <10
\ 0 untuk x lainnya
Tentukan:
a. supp (C);
b. core (C);
c. crossover (C);
d. Height (C);
e. Center (C)

28
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INDUKSI MATEMATIKA

A. STANDAR KOMPETENSI
Mahasiswa dapat menjelaskan konsep Induksi Matematika dan
dapat menerapkannya untuk menyelesaikan masalah yang terkait
dengan bidang ilmu lainnya maupun dalam kehidupan sehari-hari.

B. KOMPETENSI DASAR

Menjelaskan, mengidentifikasi, dan memberikan contoh induksi
matematika

C. INDIKATOR

1. Mahasiswa dapat menganalisis tentang induksi matematika se-
derhana dengan memperhatikan syarat/ketentuan.

2. Mahasiswa dapat menganalisis tentang induksi matematika se-
derhana dengan memperhatikan syarat/ketentuan.

3. Mahasiswa dapat menganalisis tentang induksi matematika
yang dirampatkan dengan memperhatikan syarat/ketentuan.

4. Mahasiswa dapat menganalisis tentang induksi matematika kuat
dengan memperhatikan syarat/ketentuan.

3.1 PENGERTIAN INDUKSI MATEMATIKA

Sebuah cara pembuktian yang sering dipakai, simple, dan sa-
ngat ampuh dalam matematika kombinatorial dan ilmu komputer,
dikenal dengan prinsip induksi matematika.

Definisi 3: Induksi Matematika

Suatu metode dalam pembuktian dalam Matematika yang
menyangkut pernyataan/proposisi bilangan bulat positif/bilangan
asli dengan menggunakan prosedur/langkah-langkah yang baku.
Prosedur/langkah-langkah pembuktian dalam induksi matematika

yaitu Langkah basis dan langkah induksi (hipotesis induksi).
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3.2 PENGELOMPOKKAN INDUKSI MATEMATIKA

Induksi matematika di kelompokkan atas 3 bagian yaitu (Ri-
naldi M, 2012):
a. Induksi matematika sederhana.
b. Induksi matematika yang dirampatkan.
¢. Induksi kuat.

a. Induksi Matematika Sederhana

Induksi matematika sederhana Induksi matematika ialah tek-
nik untuk membuktikan proposisi dalam bentuk “n P(n), dengan se-
mesta pembicaraan adalah himpunan bilangan bulat positif.”

Suatu bukti dengan menggunakan induksi matematika bahwa
“P(n) benar untuk setiap n bilangan bulat positif” terdiri dari dua
langkah:

1. Langkah basis:
= Tunjukkan bahwa P(1) benar.
2. Langkah induksi:

® Tunjukkan bahwa P(k) a P(k + 1) benar untuk setiap k.

®  P(k) untuk suatu k tertentu disebut hipotesa induksi.

Contoh 1.
Berapakah jumlah dari n bilangan ganjil positif pertama?

Solusi:
Tebakan: “Jumlah dari n bilangan ganjil positif pertama ada-
lah n2”

Bukti:
Misalkan P(n): proposisi “Jumlah dari n bilangan ganjil positif
pertama adalah n%”
1. Langkah basis:
® P(1) benar, karenal =12
2. Langkah induktif;
= Asumsikan bahwa P(k) benar untuk semua k, yaitu:

30 o
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1+3+5+..+(2k-1)=k2

= Kita perlu menunjukkan bahwa P(k + 1) benar, yaitu:
1+3+5+..+(2k-1) + (2k+1) = (k+1) 2
143 +5+..+(2k-1) + (2k+1) = k? + (2k+1) = (k+1)?

m  Kesimpulan yang diperoleh bahwa “Jumlah dari n bilangan
ganjil positif pertama adalah n%”

a. Induksi Matematika yang Dirampatkan

Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan
kita ingin membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua bilangan
bulat n = n,. Untuk membuktikan ini, kita hanya perlu menunjuk-
kan bahwa:

1. p(n,) benar, dan
2. untuk semua bilangan bulat n > n,, jika p(n) benar maka p(n+1)
juga benar.

Contoh 2:
Untuk semua bilangan bulat tidak negatif n, buktikan dengan
induksi matematik bahwa 2°+ 2t + 22 + ..+ 2" =21 -1,

Solusi:
1. Langkah basis:
Untuk n = 0 (bilangan bulat tidak negatif pertama), kita per-
oleh: 20 =20+ -1,
Ini jelas benar, sebab: 2°=1=2%1-1
=2t-1
=2-1=1
2. Langkah induksi:
Andaikan bahwa untuk semua bilangan bulat tidak-negatif n:
20424224+ ..+ 2" =21 -1, adalah benar (hipotesis induksi).
Kita harus menunjukkan bahwa 2° + 2 + 2% + ... + 2" 4+ 2™ =
201+ - 7 juga benar. Ini kita tunjukkan sebagai berikut:
204204224 L 42042 = (204 20+ 2% 4+ 20 + 2 = (2 - 1)
+ 2™ (dari hipotesis induksi)
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— (2n+1 + 2n+1) —1= (2 . 2n+1) -1

=22 _] = 2mD+1_ ]

Karena langkah 1 dan 2 keduanya telah diperlihatkan benar,
maka untuk semua bilangan bulat tidak-negatif n, terbukti
bahwa 20+ 21 + 224+ ..+ 2"=2™1-1

a. Induksi Kuat

Terdapat bentuk lain dari induksi matematika yang sering di-
pergunakan dalam pembuktian. Teknik ini dinamakan induksi kuat.
Tahapan pembuktiannya, sebagai berikut:
1. Langkah basis:
= Tunjukkan bahwa P(0) benar.
2. Langkah Induksi:
® Tunjukkan bahwa jika P(0) dan P(1) dan ... dan P(k) benar,
maka P(k + 1) untuk setiap k e N.

Contoh 3:
Tunjukkan bahwa setiap bilangan bulat yang lebih besar dari 1
dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima.

Solusi:

Misalkan P(n): proposisi “setiap bilangan bulat yang lebih besar
dari 1 bisa dituliskan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima”.
1. Langkah basis:

= P(2) benar, karena 2 adalah hasil kali dari satu bilangan pri-

ma, dirinya sendiri.
2. Langkah induksi:

= Asumsikan P(j) benar untuk semua bilangan bulat j, 1 < j2k.

®  Harus ditunjukkan bahwa P(k+1) juga benar.

®  Ada dua kasus yang mungkin:

- Jika (k + 1) bilangan prima, maka jelas P(k + 1) benar.

- Jika (k +1) bilangan komposit, (k+1) dapat ditulis sebagai
perkalian dua buah bilangan bulat a dan b sehingga 2 <
asb<k+1

32 32{“
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® Oleh hipotesa induksi, a dan b keduanya dapat dituliskan
sebagai hasil kali bilangan prima. Jadi, k + 1 = a x b dapat
ditulis sebagai hasil kali bilangan prima.

® Dapatdisimpulkan bahwa “Setiap bilangan bulat yang lebih
besar dari 1 dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan-
bilangan prima”.

Untuk dapat membuktikan suatu pernyataan yang melibatkan
sebuah bilangan asli n dalam langkah basis dan langkah induksi,
dapat ditunjukkan bahwa:

1. Pernyataanitu benaruntukn=1

2. Pernyataan itu benar untuk n=n_, dan

3. Pernyataan itu benar untuk n = k+1, dengan mengasumsikan
bahwa pernyataan itu benar untuk n =k, (k > n),

maka kita dapat menyimpulkan bahwa pernyataan itu benar untuk
semua bilangan aslin=n,,

Contoh 4 1
Buktikan bahwal+2+3 +...+n= W + 1) untuk semuan=>1.
Solusi: 1
Misalkan P(n) menyatakan 1 +2 +3 +...+n= n(n2+ ) untuk
semuanz=1.
1. Langkah basis:
= Akan dibuktikan P(1) benar untuk n = 1.
= Perhatikan bahwa:
1- 11+1) 12
2 2
= L = 1
2
Jadi, langkah basis benar.
2. Langkah induksi: Kk o 1
= Misalkan P(k) benar, yaitu:1 +2 + 3 + ...+ k = % maka
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akan dibuktikan P (k + 1) juga benar, yaitu:

(k+1)([k+1]+1)

1+2+3 4 +k+(k+1)= 5

Perhatikan bahwa:
1+2+3+.+kk+1) = Q+2+3+..+k)+(k+1)

k(k +1) . (k2 + k) + 2(k + 1)
2 2

(k+1) =

k?+3k+2  (k+1)(k+2)
2 - 2

_ (k+1)([k+1]1+1)

2

,untuk semua k=1

= Karena (1) dan (2) benar, maka terbukti bahwal + 2 + 3 + .....

wnonn+1)

untuk semua n =1, juga benar.
Contoh 5:
Buktikan bahwa 2" > n + 20 untuk setiap bilangan bulatn > 5.

Solusi:
Misalkan P(n) menyatakan 2" > n + 20 untuk setiap bilangan
bulatn > 5.
1. Langkah basis:
m  Akan dibuktikan P(5) benar untuk n = 5.
m Perhatikan bahwa = 2°> 5+ 20
=32>25
= Jadi, basis benar.
2. Langkah induksi.
= Misalkan P(k) benar, yaitu: 2¢ > k + 20
= Akan dibuktikan P(k+1) juga benar yaitu: 2%t > (k + 1) + 20
= Perhatikan bahwa:
21 = 2.2¢ > 2(k + 20) = 2k + 40 > (k + 1) + 20, untuk setiap k
> 5.

34 }k
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= Karena (1) dan (2) benar, maka terbukti bahwa 2" > n + 20
untuk setiap bilangan bulat n > 5, juga benar.

Latihan Soal
1.

Buktikan dengan induksi matematika bahwa:
1+2+3+... +n=@, vn=>1

Buktikan bahwa jumlah n bilangan asli kuadrat pertama ada-
lah:

124+ 22+ 3%+ ..., +nz=w vn=1
3 0

Buktikan untuk setiap n bilangan asli berlaku:
3n-1

1+32+32+33+...+3n" = , Vn=>1

Untuk setiap bilangan asli nn buktikan bahwa n(n + 1) selalu
habis dibagi 2.

Buktikan bahwa n? + 2n habis dibagi 3 untuk setiap bilangan
asli n.

Buktikan bahwa 5"—1 merupakan bilangan kelipatan 4 untuk
setiap bilangan asli n.

Buktikan bahwa:
nin+1)(n+2)
3
Untuk setiap bilangan asli n buktikan bahwa bentuk 24 +
3%+1 habis dibagi oleh 11.

1x2 + 2x3 + 3x4 + e + NX(N + 1) =

35
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KOMBINATORIK

A. STANDAR KOMPETENSI
Mahasiswa dapat menganalisis konsep kombinatorik dan dapat
memanfaatkannya untuk menyelesaikan permasalahan di berbagai
bidang ilmu.

B. KOMPETENSI DASAR
Menjelaskan konsep kombinatorik, menerapkan dan merancangnya
di berbagai disiplin ilmu.

C. INDIKATOR

1. Mahasiswa dapat menganalisis kaidah pencacahan dalam ma-
salah nyata.

2. Mahasiswa dapat menerapkan prinsip inklusi-eksklusi dalam
masalah nyata.

3. Mahasiswa dapat teorema Binomial ke dalam masalah nyata.

4.1 PENGERTIAN KOMBINATORIK

Persoalan kombinatorik banyak ditemukan dalam kehidupan
nyata dan telah diselesaikan secara sederhana dalam masyarakat.
Misalkan, saat pemilihan pemain untuk tim sepak bola yang ter-
diri dari 11 pemain. Apabila ada 20 orang ingin membentuk suatu
tim sepak bola, ada berapa kemungkinan komposisi pemain yang
dapat terbentuk? Pada Bab ini, kita akan membahas tentang kom-
binatorik.

Definisi 4: Kombinatorik
Cabang Ilmu Matematika yang mempelajari tentang pengaturan
objek-objek tanpa harus mengemunerasi semua kemungkinan
susunannya.
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4.2 PRINSIP DASAR MENGHITUNG

Dua prinsip dasar yang digunakan dalam menghitung adalah
aturan pejumlahan dan aturan perkalian.

a. Prinsip Penjumlahan

Jika suatu himpunan P terbagi kedalam himpunan bagian P,
P, .., P, maka jumlah unsur pada himpunan P akan sama dengan
jumlah semua unsur yang ada pada setiap himpunan bagian P, P,,
P

Secara tidak langsung, pada prinsip penjumlahan, setiap him-
punan bagian P, P, .., P_tidak saling lepas. Untuk himpunan yang
saling lepas tidak berlaku bagi prinsip penjumlahan, dan ini harus

diselesaikan dengan prinsip inklusi-eksklusi.

Contoh 1.

Seorang guru di daerah X, mengajar siswa kelas 1, kelas 2, dan
kelas 3. Jika jumlah siswa kelas 1 adalah 20 orang dan jumlah sis-
wa kelas 2 adalah 25 orang serta jumlah siswa kelas 3 adalah 22
orang, maka jumlah siswa yang diajar guru tersebut adalah 20 + 25
+22 = 67 siswa.

Contoh 2:

Seorang mahasiswa ingin membeli sebuah sepeda motor. la
dihadapkan untuk memilih satu jenis dari tiga merek sepeda mo-
tor yaitu Honda 4 pilihan, Suzuki 3 pilihan, dan Yamaha 4 pilihan.
Dengan demikian, mahasiswa tersebut mempunyai mempunyai pi-
lihan sebanyak 4 + 3 + 4 = 11 pilihan.

b. Prinsip Perkalian

Misalkan sebuah prosedur dapat dipecah dalam dua penugas-
an. Penugasan pertama dapat dilakukan dalam n, cara, dan tugas
kedua dapat dilakukan dalam n, cara setelah tugas pertama di-
lakukan. Dengan demikian, dalam mengerjakan prosedur tersebut
ada (n, xn,) cara.

38 o
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Secara tidak langsung, pada prinsip perkalian, bisa terjadi sa-
ling tumpang-tindih (tidak saling lepas).

Contoh 3:

Berapa banyak string dengan panjang tujuh yang mungkin ter-
bentuk dari dua bit (0 dan 1).

Jawab:

Setiap suku pada string tersebut mempunyai dua cara pemilih-
an, yaitu 0 atau 1. Dengan demikian, pada pemilihan string dengan
panjang tujuah dapat dilakukan dengan:

= 2X2X2X2Xx2x2x2=2

= 128 cara.

Contoh 4:

Seorang guru SD di daerah, mengajar murid kelas 4, kelas 5
dan kelas 6. Misalkan, jumlah murid kelas 4 adalah 25 orang dan
jumlah murid kelas 5 adalah 27 orang serta jumlah murid kelas 6
adalah 20 orang. Jika guru tersebut ingin memilih tiga orang murid
dari anak didiknya, di mana seorang murid dari setiap kelas, maka
guru tersebut mempunyai 25 x 27 x 20 = 13.500 cara dalam memilih
susunan tiga murid tersebut.

Contoh 5:

Password suatu login pada sistem komputer panjangnya lima
sampai tujuh karakter. Tiap karakter boleh berupa huruf (huruf be-
sar dan huruf kecil tidak dibedakan) atau angka. Berapa banyak
password yang dapat dibuat untuk suatu login?

Jawab:

Banyaknya huruf alfabet adalah 26 (A — Z) dan banyak angka
adalah 10 (0 - 9), jadi seluruhnya 36 karakter.

Untuk password dengan panjang 5 karakter, jumlah kemung-
kinan password yaitu:

= (36)(36)(36)(36)(36) = 36°

= 60.466.176
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Untuk password dengan panjang 6 karakter, jumlah kemungkinan
password, yaitu:

= (36)(36)(36)(36)(36)(36)(36) = 36¢

= 2.176.782.336
Dan untuk password dengan panjang 8 karakter, jumlah kemung-
kinan password, yaitu:

= (36)(36)(36)(36)(36)(36)(36)(36) = 367

= 78.364.164.096
Jumlah seluruh password yang mungkin yaitu:

= 60.466.176 + 2.176.782.336 + 78.364.164.096

= 80.601.412.608 buah.

Jadi, untuk suatu login akan mempunyai 80.601.412.608 buah
kemungkinan password.

4.3 PRINSIP INKLUSI-EKSKLUSI

Ketika dua proses dikerjakan dalam waktu yang sama, kita
tidak bisa menggunakan prinsip penjumlahan untuk menghitung
jumlah cara untuk memilih salah satu dari dua proses tersebut. Un-
tuk menghitung proses tersebut, kita harus mengenal prinsip ink-
lusi-eksklusi. Prinsip Inklusi dan Eksklusi merupakan perluasan ide
dalam Diagram Venn beserta operasi irisan dan gabungan.

a. Prinsip Inklusi-Eksklusi 2 Himpunan

Banyaknya anggota 2 himpunan gabungan antara himpunan
A dan himpunan B merupakan jumlah banyaknya anggota dalam
himpunan tersebut dikurangi banyaknya anggota di dalam irisan.

A B
/ /

5]

40 o
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n(A U B) = [n(A) + n (B)] - n(A " B)
Inklusi: S, =n (A) + n(B)
Eksklusi: S, = n(A n B)

Contoh 6:

Kelas X terdiri dari 31 siswa. Sebanyak 15 siswa mengikuti kom-
petisi matematika, 13 siswa mengikuti kompetisi IPA, dan 7 siswa
tidak mengikuti kompetisi tersebut. Banyak siswa yang mengikuti
kedua kompetisi tersebut adalah
Solusi:

Misalkan A menyatakan himpunan siswa yang mengikuti kom-
petisi matematika, sedangkan B kompetisi IPA, serta S himpunan
semesta, maka dapat ditulis:

n(S) =31

n(A) =15

n(B) = 13

n(AuB)=7

nAUB)=n(S)-n(AUB)=31-7=24

Sehingga:
n(AnB)=n(A)+n(B)-n(AUB)=15+13-24=28-24=4

b. Prinsip Inklusi-Eksklusi 3 Himpunan

Banyaknya anggota 2 himpunan gabungan antara himpunan
A dan himpunan B merupakan jumlah banyaknya anggota dalam
himpunan tersebut dikurangi banyaknya anggota di dalam irisan.
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NnAUBUC) =n(A)+nB)+n(C)-[N(AnB)+n(AnC)+n(Bn
Ol-nAnBNCQC)

Inklusi: S, =n(A) + n(B) + n(C)

Eksklusi: S,=n(AnB)+n(AnC) +n(BN C)

Inklusi: S,=n(AnBNC)

Contoh 7:

Dari sekelompok anak terdapat 20 anak gemar voli, 28 anak
gemar basket, dan 27 anak gemar pingpong, 13 anak gemar voli
dan basket, 11 anak gemar basket dan pingpong, 9 anak gemar
voli dan pingpong, serta 5 anak gemar ketiga-tiganya. Jika dalam
kelompok tersebut ada 55 anak, banyak anak yang tidak gemar
satu pun dari ketiga jenis permainan tersebut adalah...

Solusi:

MisalkanV, B,dan P berturut-turut menyatakan himpunan anak
yang menggemari voli, basket, dan pingpong. Himpunan S menya-
takan himpunan seluruh anak di kelompok tersebut. Diketahui:

n(s) =

n(V) = 20
(B) =
(P) =27
(

(
(

> 3

n(V~B)=13
n(BNP)=
n(VNP)=
(VmBmP)_S

Inklusi =S, =n(V) + n(B) + n(P) = 20 + 28 + 27 =75
Eksklusi=S,=n(VNB)+n(BNP)+n(VNP)=13+11+9=33
Inklusi=S,=n(VNBNP)=5

n(A U B U C) = inklusi — eksklusi + inklusi

n(S)-x=75-33+5

55-x=47

x=55-47=8
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4.4 TEOREMA BINOMIAL

Teorema binomial memberikan bentuk ekspansi dari perpang-
katan (a + b)", untuk setiap n bilangan bulat tidak negatif dan se-
mua bilangan real a dan b.

Jika kita akan melakukan proses perhitungan dari beberapa
nilai n bilangan bulat, maka diperoleh:

a+b)P=
a+b)1_a+b
Y=a2+2b+b?
a+b)=a’+3a’+3b?+ b’
a + b)*=a*+ 4a’b + 6a?b? + 4ab’® + b*
)=
) =
) =

> =a°+ 5a%b + 10a’b? + 10a%b? + 5ab* + b®
a + b)é =a®+ 6a°b + 15a*h? + 20a3b? + 15a%b* + 6ab® + b®
a+b) =a’+7ab + 21a°b? + 35a*b? + 35a°b* + 21a%b® + 7abé + b’

@@+hb) = (nJ a"+ (nj a"b + (nJ amh?+ .+ (nj br
0 1 2 n

Dengan demikian, formulasi untuk teorema Binomial dinyata-
kan sebagai:

(@+b) i( J akpn

k=0

(
(
(
(
(
(
(
(

Dari formulasi teorema Binomial diperoleh koefisien Binomial:

H

Contoh 8:
Dengan menggunakan teorema binomial, tunjukkan bahwa

ZZ[J(OJ@@ ....... U
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untuk semua bilangan bulat n > 0.

Solusi:
Karena 2 =1 +1, maka 2" = (1 + 1)". Dengan menerapkan teore-
ma binomial dengana =1 dan b =1, diperoleh:

Karena 1"~k = 1 dan 1k = 1. Akibatnya,
n
2" = R S L (PO (L (PR (L + |
LG ()

Latihan Soal

1. Sebanyak 115 mahasiswa mengambil matakuliah Matema-
tika Diskrit, 71 Kalkulus Peubah Banyak, dan 56 Geometri. Di
antaranya, 25 mahasiswa mengambil Matematika Diskrit dan
Kalkulus Peubah Banyak, 14 Matematika Diskrit dan Geometri,
serta 9 orang mengambil Kalkulus Peubah Banyak dan Geo-
metri. Jika terdapat 250 mahasiswa yang mengambil paling se-
dikit satu dari ketiga matakuliah tersebut, berapa orang yang
mengambil ketiga matakuliah sekaligus?

2. Carilah banyaknya anggota dari| AU B U C | jika terdapat 100
anggota dalam setiap himpunan dan jika,

a. ketiga himpunan tersebut tidak ada yang saling beririsan

b. terdapat 50 anggota yang sama dalam setiap pasang him-
punan dan tidak ada anggota yang sama dalam ketiga him-
punan sekaligus

c. terdapat 50 anggota yang sama dalam setiap pasang him-
punan dan 25 anggota yang sama dalam ketiga himpunan
sekaligus

d. irisan setiap pasang himpunan dan irisan ketiga himpunan
berukuran sama
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Carilah banyaknya anggota dari | Aw B U C u D | jika setiap
himpunan berukuran 80, setiap irisan dari dua himpunan ber-
ukuran 40, setiap irisan dari tiga himpunan berukuran 20, dan
irisan dari keempat himpunan berukuran 4.

Tentukan banyaknya bilangan prima yang tidak melebihi 100.
Bila disusun dimulai dari suku dengan variabel berpangkat ter-
tinggi, tentukan suku keenam dari ekspansi (2x” — 14x%)° !
Tentukan banyaknya suku yang mengandung ekspresi x” dari
ekspansi (3x? - 2y3)® |

Tentukan koefisien suku yang mengandung x** dari ekspansi
(x2 + 2y3)!

Tentukan konstanta dari hasil penjabaran (3x? — 2y*)’!

%:{m
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TEORI GRAF

A. STANDAR KOMPETENSI

Mahasiswa dapat menjelaskan konsep-konsep dalam teori graf dan
dapat menerapkannya untuk menyelesaikan masalah yang terkait
dengan bidang ilmu lainnya maupun dalam kehidupan sehari-hari.

B. KOMPETENSI DASAR

Menjelaskan, mengidentifikasi, dan memberikan contoh graf planar
dan graf bidang.

C. INDIKATOR
1. Mahasiswa dapat menganalisis tentang graf planar dan graf bi-
dang secara matematika melalui proses analogi dengan mem-
perhatikan syarat/ketentuan dari graf tersebut.
2. Mahasiswa dapat memberikan penjelasan tentang ketidakpla-
naran dari suatu graf dengan menggunakan teorema Kuratows-
ki dan menarik kesimpulan secara logis.

D. SKEMA HUBUNGAN MATERI PERKULIAHAN

Graf Tidak
Planar

Graf Bidang Teorema
A Kuratowski

\ 4 +

Kepl
eplanaran Graf

Suatu Graf .
vat an Kuratowski

3

Gambar 9. Peta Konsep Graf K Graf K
Graf Planar dan Graf Bidang ° >3

Graf Planar
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5.1 PENGERTIAN GRAF PLANAR

a )
Definisi 5: Keplanaran Suatu Graf
Sebuah Graf disebut Graf Planar apabila digambarkan pada bidang
datar akan menghasilkan sisi-sisi yang tidak saling berpotongan.
Graf Planar akan menghasilkan Graf Bidang, di mana pada graf

bidang menghasilkan sejumlah wilayah/region.
. J

Untuk menentukan jumlah wilayah/region dari sebuah graf
bidang dapat digunakan rumus Euler, yang didefinisikan sebagai:
f=e-n+2 di mana: f = jumlah wilayah

e = jumlah sisi
n = jumlah simpul

Contoh 1.

Dengan mudah dapat kita gambarkan bahwa K; K, dan K,
adalah graf planar. Jelaskan bagaimana menunjukkan bahwa K,
planar, sedangkan K, tidak planar.

Jawab:

-~
Sisi
berpotongan
(@K, (b) K

Gambar (a) cukup menunjukkan bahwa K, adalah planar. Gambar
(b) menunjukkan bahwa K, tidak planar. Usaha untuk menggam-
barkan bahwa K, adalah planar hanya sampai pada 9 edge per-
tama, sedangkan edge yang ke-10 tidaklah mungkin digambarkan
tanpa memotong edge salah satu dari 9 edge yang pertama.
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5.2 RUMUS KETAKSAMAAN EULER

a )
Definisi 6: Rumus Ketaksamaan Euler
Keplanaran suatu graf sederhana dapat dibuktikan dengan
menggunakan rumus Ketidaksamaan Euler?, jika graf planar, maka
graf memenuhi ketidaksamaan Euler, sebaliknya jika tidak planar

maka rumus ketidaksamaan Euler tersebut tidak dipenuhi.
. J

Rumus ketidaksamaan Euler, sebagai berikut:

e<3n-6 di mana: e = jumlah sisi
n = jumlah simpul
*Rumus ketidaksamaan Euler tidak menjamin keplanaran suatu
graf.

Contoh 2:

Untuk graf K, dan graf K, , dibawa ini, selidiki apakah graf ter-
sebut planar dengan menggunakan rumus Ketidaksamaan Euler!
Gunakan analisa jawaban anda! Bagaimana untuk graf teratur la-
innya, seperti graf K, dan graf K, !

Wy K

(a) Graf K, (b) GrafK,

Jawab:
Untuk graf (a), dengan menggunakan rumus ketidaksamaan
Euler diperoleh:

=e<3n-6
=10<35-6
=10<15-6

(72
E
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=10<9
Dari hasil tersebut menunjukkan bahwa graf K, tidak planar

Untuk graf (b), dengan menggunakan rumus ketidaksamaan
Euler diperoleh:

=e<3n-6

=9<36-6

=10<18-6

=10<12
Dari hasil tersebut menunjukkan bahwa graf K, , planar. Hasilnya
menunjukkan keadaan yang tidak sebenarnya bahwa K, , tidak pla-
nar.

Jadi, rumus ketidaksamaan Euler tidak menjamin keplanaran
dari suatu graf. Untuk graf K; dan graf K, , silakan Anda coba sen-
diri!

Latihan Soal

1. Bagaimana hubungan dari graf planar dengan graf bidang?
Berikan jawaban Saudara!

2. Perhatikan graf berikut ini:

() (b)

Saudara dapat mengamati dan menganalisa gambar (a) dan
(b), apa yang dapat saudara nyatakan dari kedua gambar ter-
sebut, apakah kedua graf tersebut graf planar dan graf bi-
dang! Berikan jawaban saudara!

3. Perhatikan graf berikut ini:
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(@ # 4
AVA\

Gambarkan graf tersebut sedemikian sehingga menghasil-
kan sisi-sisi tidak saling berpotongan! Bagaimana jawaban
Saudara terhadap hasil gambar tersebut!

5.3 TEOREMA KURATOWSKI

Definisi 7: Teorema Kuratowski

Untuk mempertegas ketidakplanaran suatu graf sederhana dapat
dibuktikan dengan menggunakan teorema Kuratowski.

Teorema Kuratowski:

Graf G tidak planar jika dan hanya jika memuat subgraf yang
isomorfik dengan graf Kuratowski yaitu K, atau K, ,.

Graf G tidak planar jika dan hanya jika memuat subgraf yang
homeomorfik dengan graf Kuratowski yaitu Graf K; atau K, ..

Sifat-sifat graf Kuratowski di antaranya:

Merupakan graf teratur

Graf K, dan Graf K, , adalah graf tidak planar

Penghapusan sisi atau simpul dari graf Kuratowski akan me-
nyebabkan menjadi graf Planar.
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Contoh 3:
Periksalah apakah kedua graf di bawah ini tidak planar de-
ngan menggunakan teorema kuratowski. Berikan alasan Anda!

/%
&Y

B)

Jawab:

Untuk memeriksa apakah graf A planar atau tidak planar,
maka terlebih dahulu setiap simpul diberi label pada graf A seperti
pada gambar di bawah ini.

Untuk menganalisis apakah graf A planar atau tidak planar,
maka dapat digunakan Teorema Kuratowski. Dalam menentukan
apakah graf A planar atau tidak planar dengan menggunakan teo-
rema Kuratowski, maka dapat dilakukan dengan cara menemukan
subgraf K, atau K, ; pada graf A.

Pertama kali kita ingat bahwa masing-masing simpula, b, ¢, d,
e f,g, h, i, danjpada graf Ayang telah dilabeli pada gambar di atas,
masing-masing mempunyai derajat 3. Kita ketahui bahwa, dalam
masing-masing simpul pada graf K,, memiliki derajat 3, sedang-
kan setiap simpul pada graf K, memiliki derajat 4. Ini berarti, hanya
subgraf yang isomorfik dengan graf K, ,yang dapat ditemukan. Un-

S
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tuk itu kita coba menemukan subgraf yang isomorfik dengan garf
K, dalam graf A, karena setiap simpul dalam graf K, , mempunyai
derajat 3, sehingga kita akan melakukannya sebagai berikut:

K, ; setiap titik mempunyai derajat 3, kita dapat menghapus sisi
(c, h), (e, h) dan (i, h) seperti tampak pada gambar di bawah ini:

Hapus i
(R
dam (i, )

- > -
\.lh"“'--\__. o //'./
\ !
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Kemudian, kita dapat menghapus setiap simpul yang berdera-
jat dua, di antaranya simpulc, e, dan i.
Untuk graf B, silahkan saudara diskusikan jawabannya!

Latihan Soal

1. Perhatikan graf berikut, tunjukkan dengan menggunakan te-
orema Kuratowski bahwa graf berikut tidak planar!

N

(a) (b)

2. Apakah graf berikut planar, berikan alasannya dengan meng-
gunakan teorema Kuratowski?

@) Zz (b) éi

3. Jika diberikan sembarang graf sederhana, sebagai berikut: G
=(V,E;V=11,23 45 6);E={13) (L4), (15), 16), (2.3),
(2,4), (2,6), (3,5), (3,6), (4,6), (5,6)} Apakah graf G tersebut me-
rupakan graf planar? Jika iya, gambarkanlah grafnya (tanpa
adanya egde yang saling bersilangan).

4. Diketahui graf sebagai berikut, buktikan dengan teorema Ku-
ratowski bahwa graf tersebut tidak planar.

S
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(b)

55






6

PEWARNAAN GRAF

. STANDAR KOMPETENSI

Mahasiswa dapat menjelaskan konsep-konsep dalam teori graf dan
dapat menerapkannya untuk menyelesaikan masalah yang terkait
dengan bidang ilmu lainnya maupun dalam kehidupan sehari-hari.

. KOMPETENSI DASAR

Menjelaskan, mengidentifikasi, dan memberikan contoh graf planar
dan graf bidang.

. INDIKATOR

Mahasiswa dapat menyusun konjektur terhadap penentuan jumlah
warna pada simpul dan menarik kesimpulan secara logis.

. SKEMA HUBUNGAN MATERI PERKULIAHAN

Pewarnaan
Graf

v v v

Pewarnaan Pewarnaan Pewarnaan
Simpul Sisi Wilayah

Y

Bilangan
Kromatik

v

Algoritma
Welch-Powell

Gambar 10. Peta Konsep untuk Pewarnaan Graf
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6.1 PEWARNAAN SIMPUL

Definisi 7: Pewarnaan Simpul
Pewarnaan simpul (vertex colouring) adalah memberi warna
seminimal mungkin pada simpul sedemikian hingga untuk setiap
dua simpul bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Contoh 1:
Perhatikan kedua graf di bawah ini, tentukan berapa banyak
jumlah warna untuk kedua graf tersebut pada gambar berikut ini.

(b)

Jawab:

Dengan memberikan warna pada Graf (a) dan (b) untuk ma-
sing-masing simpul sedemikian hingga dua simpul yang saling
bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Jumlah warna pada
gambar (a) adalah 5 dan jumlah warna pada gambar (b) adalah 3.

Coba Anda gambarkan sebuah graf dengan jumlah simpul =7
dan jumlah sisi = 13, selanjutnya beri warna pada masing-masing
simpul!
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6.2 PEWARNAAN SISI

Definisi 8: Pewarnaan Sisi

Pewarnaan sisi (edge coloring) adalah memberi warna berbeda
pada sisi yang bersisian sehingga tidak ada dua sisi yang bersisian
mempunyai warna yang sama.

Contoh 2
Perhatikan graf berikut ini:

@ (b)

Jawab:

Gambar (a) - (f) merupakan pewarnaan sisi pada masing-
masing graf tersebut. Pewarnaan dilakukan dengan cara membe-
rikan warna pada masing-masing graf tersebut untuk setiap sisi
sedemikian hingga dua sisi yang saling bertetangga tidak memiliki
warna yang sama. Pada gambar 3(a) memiliki jumlah warna = 4,
gambar 3(b) memiliki jumlah warna = 3, gambar 3(c), (d) masing-
masing memiliki jumlah warna = 3, gambar 3(e) dan (f) memiliki
jumlah warna =5
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Gambarkan sebuah graf sederhana yang terdiri dari 11 simpul
dan 18 sisi. Beri warna pada masing-masing sisi untuk graf tersebut.

Latihan Soal

1. Tentukan jumlah warna minimum pada graf berikut ini:

(@) (b)

2. Perhatikan tabel berikut yang menggambarkan tentang mat-
riks mahasiswa dan matakuliah.

Matakuliah

DEO—0n T

PP |P|O|O|R,|O|(OC|O

|G| |a|s|w(N|k~
o|lr|o|o|r|o|lolo|>»
olo|r|r|[r|lo|r|r|m
plolo|r|lolr|r|o|lo
o|lo|o|o|o|o|o|r|m

Angka 1 sebagai elemen (i,j) yang menunjukkan mahasiswa
i memilih matakuliah j, sedangkan angka 0 sebagai elemen
(i,j) mahasiswa i tidak memilih matakuliah j.

Berdasarkan tabel di atas, tentukan banyak jadwal ujian yang
dapat dibuat sedemikian rupa sehingga semua mahasiswa
dapat mengikuti ujian pada matakuliah yang diambilnya tan-
pa ada kesulitan waktu (mahasiswa dapat mengikuti ujian
lebih dari satu matakuliah pada waktu yang bersamaan).
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6.3 PEWARNAAN WILAYAH

Definisi 9: Pewarnaan Wilayah

Pewarnaan wilayah (region coloring) adalah memberi warna
berbeda pada wilayah yang terhubung langsung sehingga tidak ada
dua wilayah yang bertetangga mempunyai warna yang sama.

Contoh 3:
Perhatikan graf berikut ini:

Jawab:

Kedua graf pada gambar (a) dan (b) merupakan graf bidang
yang masing-masing terdiri dari 6 wilayah dan 14 wilayah. Pembe-
rian warna pada setiap wilayah pada graf dapat dilakukan sebagai
berikut (tampak seperti pada gambar 4(a) dan 4(b) : Langkah perta-

Sz
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ma yang dilakukan pada pewarnaan wilayah adalah dengan mem-
berikan simpul pada masing-masing wilayah. Kemudian masing-
masing simpul diberi label dan simpul-simpul yang telah diberi
label tersebut dihubungkan sedemikian hingga antara dua simpul
yang bertetangga saling terhubung. Kemudian setiap simpul diberi
warna sedemikian hingga dua simpul yang saling bertetangga ti-
dak diberi warna yang sama.

Coba Anda gambarkan sebuah graf bidang yang terdiri dari
10 wilayah dan berapa banyak jumlah warna pada setiap wilayah
yang dapat diberikan pada graf tersebut!

Jumlah warna minimum pada simpul, sisi dan wilayah disebut
bilangan khromatik yang dilambangkan dengan %(G).

Cara lain yang digunakan untuk memberi sejumlah warna
pada simpul-simpul dari suatu graf, dapat dilakukan dengan meng-
gunakan algoritma Welch Powell. Proses pemberian warna pada
algoritma Welch Powell menggunakan langkah-langkah berikut:

/(memberi label pada simpul dan menentukan jumlah
derajatnya). Label simpul v,, v,, ...,v, , kemudian urutkan
simpul sedemikian hingga derajat (v,) > derajat (v,) >...
\ > derajat (v,).

Langkah 1

J

(beri warna pada simpul pertama dengan derajat paling
Langkah 2 tinggi), dan beri warna yang sama pada simpul yang <
tidak bertetangga dengan simpul pertama.

el e ke langkah 2.

g

Jika beberapa simpul belum diberi warna, maka kembali

Pewarnaan graf selesai dan dapat ditentukan bilangan
Langkah 4 2 P 5 j<—

kromatiknya.

L

(o)}
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Contoh 4
Berilah warna pada Graf berikut ini dengan menggunakan al-
goritma Welch-Powell.

Urutkan simpul berdasarkan derajatnya dari besar ke kecil. Simpul
berderajat terbesar adalah B, dan F masing-masing berjumlah 5,
kemudian simpul C berderajat 4, E dan G masing-masing berdera-
jat 3 dan AD dan H masing-masing berderajat 2. Jadi urutannya,
yaitu:

Simpul BFCEGADH
Derajat 55433222

Beri warna pada simpul yang berderajat terbesar pertama, yaitu
simpul B dengan warna Merah. Beri warna yang sama (warna me-
rah) ke simpul yang tidak bertetangga dengan simpul B.

Selanjutnya beri warna pada simpul yang berderajat terbesar ke-
dua, yaitu simpul F dengan warna Kuning. Beri warna yang sama
(warna kuning) ke simpul yang tidak bertetangga dengan simpul F.
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Selanjutnya beri warna pada simpul yang berderajat terbesar
ketiga, yaitu simpul C dengan warna Hijau. Beri warna yang sama
(warna hijau) ke simpul yang tidak bertetangga dengan simpul C.

Pewarnaan pada simpul telah selesai dan diperoleh bilangan khro-
matik pada graf tersebut adalah %(G) = 3.

Latihan Soal

1. Tentukan jumlah warna minimum pada graf berikut ini:

2. Tentukan jumlah warna minimum pada peta berikut ini:
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3. Ada 6 jenis zat kimia yang perlu disimpan di gudang. Bebera-
pa pasang dari zat itu tidak dapat disimpan di tempat yang
sama, karena campuran gasnya bersifat eksplosif. Untuk
zat-zat semacam itu perlu dibangun ruang-ruang terpisah
yang dilengkapi ventilasi dan penyedot udara ke luar yang
berlainan. Jika lebih banyak ruang dibutuhkan, berarti lebih
banyak biaya yang dikeluarkan. Karena itu perlu diketahui
berapa banyak minimum ruangan yang diperlukan untuk da-
pat menyimpan semua zat kimia itu dengan aman. Berikut ini
adalah daftar pasangan zat kimia yang tidak dapat disimpan
di tempat yang sama.

Zat kimia Tidak dapat bersama dengan zat kimia
A B, D
B A,D,E F
€ E
D A, B, F
E B, C
F B, D

Berapa banyak minimum ruangan berbeda untuk menyim-
pan semua zat kimia itu secara aman?

4. Berapa banyak channel berbeda yang dibutuhkan untuk 6 lo-
kasi stasiun pada jarak yang ditunjukkan pada tabel berikut,
jika 2 stasiun tidak dapat digunakan pada channel yang sama
ketika berada dalam jarak 150 mil satu sama lain?

5. Gambarkan graf sederhana yang terdiri dari :
a. 7simpul 12 sisi
b. 9simpul 16 sisi
Tentukan jumlah warna minimum pada simpul, dan sisi.

s
7~ 65






7

GRAF POHON

A. STANDAR KOMPETENSI:

Mahasiswa dapat menjelaskan konsep-konsep dalam teori graf dan
dapat menerapkannya untuk menyelesaikan masalah yang terkait
dengan bidang ilmu lainnya maupun dalam kehidupan sehari-hari.

B. KOMPETENSI DASAR

Menjelaskan, mengidentifikasi, dan memberikan contoh graf planar
dan graf bidang.

C. INDIKATOR

1. Mahasiswa dapat melakukan proses analogi dalam menentukan
pohon ekspresi.

2. Mahasiswa dapat menganalisis atau memperkirakan jawaban
permasalahan traversal pohon biner berdasarkan pola atau un-
sur yang diketahui.

D. SKEMA HUBUNGAN MATERI PERKULIAHAN

PohonJ—>| Hutan ]—>| Pohon Merentang

Pohon Pohon Merentang
Berakar Minimum
. : Algoritma
ohon Pohon Prim
_>
M-Ary Ekspresi | )
+ Algoritma
Pohon Kruskal
Pohon | ™| Keputusan Traversal
Biner > Pohon
|| Pohon Biner
Huffman
Pohon
Pencarian /

Gambar 11. Peta Konsep untuk Konsep Pohon
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7.1 PENGERTIAN POHON

Definisi 10: Pohon
Pohon merupakan bentuk khusus dari suatu graf yang memiliki 3
kriteria yaitu tak berarah, terhubung dan tidak memiliki sirkuit.

Karakteristik pohon:
G adalah pohon.

2. Setiap pasang simpul di dalam G terhubung dengan lintasan
tunggal.

3. G terhubung, tidak mengandung sirkuit dan memiliki m=n-1
buah sisi.

4. G tidak mengandung sirkuit dan penambahan satu sisi pada
graf akan membuat hanya satu sirkuit.

5. G terhubung dan semua sisinya adalah jembatan.

Contoh 1:
al b le 2
c d 3e 4
e f S5e 6

(€)) (b)

Gambar Pohon dan Bukan Pohon

Gambar (a) merupakan pohon, karena tidak memiliki sirkuit dan
memiliki jumlah sisi pada graf tersebut m =n -1, yaitu 6 -1 = 5.
Adapun gambar (b) bukan merupakan pohon, karena memiliki sir-
kuit (1 34 1) dan jumlah sisi pada graf tersebut m = n-1.

Definisi 11:
Kumpulan dari beberapa pohon menghasilkan hutan (forest)
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MY

Gambar Hutan (Forest)

Contoh 2:

Definisi 12:
Suatu pohon merentang (spanning tree) adalah suatu subgraf dari graf
G yang mengandung semua simpul dari G dan merupakan suatu pohon.

Contoh 3:

Gambar Graf Terhubung dan Sederhana

Banyak subgraf (pohon merentang) dari graf tersebut adalah:

77 A

Gambar Subgraf/Pohon Merentang

Anda dapat lakukan untuk mencari subgraf lainnya dari graf
tersebut!
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7.2 POHON MERENTANG DAN MERENTANG MINIMUM

( )
Definisi 13:

Apabila G merupakan graf berbobot, maka bobot pada pohon
merentang T dari graf tersebut didefinisikan sebagai jumlah bobot
semua sisidi T.

Pohon merentang yang berbeda mempunyai bobot yang berbeda pula.
Pohon merentang yang berbobot minimum di antara semua pohon
merentang disebut sebagai pohon merentang minimum (minimum

spanning tree).
. J

Dalam membentuk pohon merentang minimum dapat diguna-
kan pendekatan algoritma Prim dan algoritma Kruskal. Perbedaan
prinsip antara algoritma Prim dan Kruskal adalah jika pada algorit-
ma Prim sisi yang dimasukkan ke dalam T harus bersisian dengan
sebuah simpul di T, maka pada algoritma Kruskal sisi yang dipilih
tidak perlu bersisian dengan simpul di T asalkan penambahan sisi
tersebut tidak membentuk sirkuit.

a. Algoritma Prim

Algoritma Prim adalah sebuah algoritma dalam teori graf un-
tuk mendapatkan pohon merentang minimum dari sebuah graf
yang diberikan. Algoritma ini ditemukan pada 1930 oleh seorang
matematikawan Voljtech Jarnik, dan lalu secara terpisah oleh ahli
computer Robert C. Prim di tahun 1957 kemudian dikembangkan
lagi oleh Dijkstra pada 1959. Berikut ini adalah langkah-langkah
dalam algoritma Prim:
= Langkah 1: Pilih sisi dari graf G yang berbobot minimum, ma-

sukkan ke dalam T.
= Langkah 2: Pilih sisi e yang mempunyai bobot minimum yang

bersisian dengan simpul di T, dan e tidak membentuk sirkuit di

T. Masukkan e ke dalam T.
= Langkah 3: Ulangi langkah 2 sebanyak n-2 kali.
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Gunakan algoritma Prim untuk menentukan pohon merentang
minimum dari graf berbobot berikut ini:

ae 10 b
1 12 1
£ 2 ae—2 &
1 6 8
ge b 1o {
1 1 2
k ]
10
Jawab:
Langkah 1.
ae eb
f oc od oC
ge he oi
ke o
Langkah 2:
m Kesatu:
ae eob
1
f oc od oC
1
ge h o
ke o
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= Kedua:
ae ob
1
f e od oC
1
ge h o
ke oj
= Ketiga:
ae ob
1
fo—2——ec od oc
1
ge he oi
1
ke o]
m Keempat:
ae b
1
f o) oc od oC
1
ge he o
1
ke oj

72

m-‘;w 2]



BAB 7 « GRAF POHON

= Kelima
ae, b
1
f od oC
1
ge he o
1
ke oj
= Keenam:
ae b
1
f oc 3 oC
1
ge he oi
1
ke oj
m  Ketujuh
ae, b
1
f od—3—ec
1
ge 5 he oi
1
ke oj
Y 73
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m  Kedelapan

ae b
1 1 [
f 2 Gp—2 o = oC
| \
ge 5 he i
1
ke oj
= Kesembilan
ae b
1 1 [
f 2 2 o 3 oC
1 6
ge 5 he i
1 1
ke j

Langkah 3:

Proses ini dilakukan sebanyak 11 - 2 = 9 kali.

Jumlah total bobot minimum yang diperoleh dari pohon meren-
tang tersebutyaitu: 1 +1+1+5+2+2+6+1+1+3=23

b. Algoritma Kruskal

Algoritma Kruskal merupakan suatu algoritma di dalam teori
graf yang digunakan untuk mengonstruksi pohon merentang mini-
mum di di dalam graf berbobot terhubung secara berurutan dari
sisi yang berbobot kecil sampai berbobot besar hingga tidak ter-
bentuk cycle. Algoritma Kruskal ditemukan pada tahun 1956 oleh
seorang ilmuwan matematika, statistika, komputer dan pisikomet-
rika Joseph yaitu Bernard Kruskal, Jr yang berasal dari Amerika. Al-
goritma Kruskal dapat diasumsikan dengan memilih sisi dari graf
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secara berurutan berdasarkan bobotnya dari bobot kecil ke bobot
besar. Adapun langkah kerja algoritma kruskal sebagai berikut:

ALGORITMA
KRUSKAL

4 N\
Langkah 1
m Sisi-sisi pada graf diurutkan mulai dari bobot minimum
sampai bobot maksimum.
= T masih kosong.
i .
/
Langkah 2
= Pilih sisi e dengan bobot minimum yang tidak membentuk
sirkuit di T.
= Masukkan e ke dalam T.
(N J_L J
g N\
Langkah 3
= Ulangi langkah 2 sebanyak n-1 kali.
\ gilang Y )

Contoh 5:
Gunakan algoritma Kruskal untuk menentukan pohon meren-
tang minimum dari graf berbobot berikut ini:

ae 10
1 2 1 |53
f o] e 2 d 2
6
1 6 8
ge 5—h 10 1
1 1 2
k ]
10
Jawab:
Langkah 1.
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Sisi @(f) | (bd) | (F;h) [ (hk) | G | &f) [ (de) | (cd) | (bec) | (gh)
Bobot 1 1 1 1 1 2 2 3
Sisi (f.g) | (eh) | (ei) | (@b) [ (h,i) (j,K) (c)) | (ad)
Bobot 6 6 6 10 10 10 12 12
ae b
fe oc od oC
ge he o
ke oj
Langkah 2:
= Pertama:
ae ob
1
f oc od oC
ge he oi
ke oj
= Kedua:
ae, b
1 1 [
f oc d oC
ge he oi
ke oj
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®m Ketiga:
ae, b
1
f oc d oC
1
ge h oi
ke °j
m  Keempat:
ae, b
1
f oc d (19
1
ge he oi
1
ke oj
m Kelima:
ae b
1
f oc d oC
1
ge he i
1
ke j

u-ﬂmn
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= Keenam:
ae b
1
fo——2  ec d oC
1
ge he i
1
ke
m  Ketujuh:
ae, b
1
f o d oC
1
ge he i
1
ke J]
= Kedelapan:
ae, b
1
f o od oc
1
ge he i
1
ke 1]
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m  Kesembilan:

ae b
1 1 [
f o] Py o] .d 2 o
1

ge— 5 he i
1 1 [
ke 1]

= Kesepuluh:

ae b
1 1 [
f 2 e 2 ed— 3 e
1 6

ge—— 5 he i
1 1
ke 1]

Langkah 3:

Proses ini dilakukan sebanyak 11 -1 =10 kali

Jumlah total bobot minimum yang diperoleh dari pohon meren-
tangtersebut: 1+1+1+5+2+2+6+1+1+3=23

Latihan Soal
1. Perhatikan graf berikut:

4

15
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Tentukan:

a. Subgraf yang dihasilkan dari graf G sedemikian hingga
membentuk pohon merentang.

b. Jumlah total bobot minimum dari graf G sedemikian hing-
ga membentuk pohon merentang minimum.

Dari denah berikut ini, tentukan total jarak minimum sedemi-
kian hingga membentuk pohon merentang minimum.

Alexandria

13
Harriz ek W]

Fradericks burg

Mewport News

Virginia Beach

Danville

Gambarkan graf berbobot dari tabel berikut ini, dan tentukan
jumlah total jarak minimum sedemikian hingga membentuk
pohom merentang minimum.

|l - | - o I P e ] P < - e Y e
!_;_; Spanning Tree Problem
2]
van| .Search Optimize Objective Feasible
R Name[ST1 | Dir[ Min | State
s | Search Method| | Value Value
6 | .Greedv problem [Span TrAlgorith( None |
7| To Node b 2 3 4 5 -] 7
8 | Name  x1 x2 x3 x4 x5 xb x7
[ 9 | .Impr‘ove From Node
10|
11| Obj. Terms] o] 20] 18] [ _18] i8] 13
12
13 | C(From,To) & 2 3 4 5 & 7
14| 0 0 [ [ [ [ [
15 | 1 Gt 20 18 5 18 El 13
16| 2 e 11 22 B 11
(17 3 1 i e 15 3 1 17
18] a 2 5 17 24 15
19 5 T 3 17 CEL! 15 15
20| 6 1 6 24 15[ wer 5
21| 7 13 11 17 18 15 B

4. Tentukan pohon merentang minimum (minimum spanning

tree) dari graf berbobot berikut dengan menggunakan algo-
ritma Prim dan Kruskal.
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5. Gambarkan graf berbobot dari tabel berikut dan tentukan
pohon merentang minimum (minimum spanning tree) dari
graf yang dihasilkan dengan menggunakan algoritma Prim

dan Kruskal.

Bobot Sisi
7 (C,D)
8 (A,C)
9 (A,D)

10 (B,E)
12 (b,G)
13 (G,H)
15 (E,H)
15 (D,E)
14 (A,B)
16 (FG)
17 (E,G)
20 (F,H)
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7.3 POHON BERAKAR (ROOTED TREE)

4 )
Definisi 14: Pohon Berakar

Pohon berakar adalah pohon yang sebuah simpulnya diperlakukan
sebagai akar yang di dalamnya terdapat unsur-unsur yaitu child
atau children (anak) dan parent (orangtua), path (lintasan),
descendant (keturunan) dan ancestor (leluhur), sibling (saudara
kandung), subtree (subpohon), degree (derajat), leaf (daun),
internal nodes (simpul dalam), level (tingkat), height (tinggi) atau

depth (kedalaman).
. J

Contoh 6:

Terminologi yang dapat kita lihat dari gambar pohon berakar

(rooted tree) di atas, yaitu:

1. Anak (children) terdapat pada simpul b, ¢, dan d yang merupa-
kan anak dari simpul a sebagai orang tua (parent); simpul g, f,
g anak dari simpul b; simpul h, i, j anak dari simpul ¢; simpu k, L,
m anak dari simpul d.

2. Llintasan (path) dari v, ke v, sedemikian hingga vi adalah
orangtua dari vi+1 untuk 1 < i < k. Pada pohon berakar di atas,
lintasan dari a ke o adalah a, b, e, o.

3. Keturunan (descendant) dan Leluhur (ancestor). Misalnya pada
pohon berakar tersebut, b adalah leluhur simpul n, dan n ada-
lah keturunan b.
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Saudara kandung (sibling). Misal, simpul e, f, g adalah bersau-
dara kandung.

Subpohon (subtree). Misal X adalah simpul di dalam pohon T.
Yang dimaksud upapohon, dengan X sebagai akarnya, ialah
upagraf T' = (V', E'), sedemikian hingga V' mengandung X dan
semua keturunannya dan E' mengandung sisi-sisi dalam se-
mua lintasan yang berasal dari X.

Contoh:

Subtree

Pada gambar subpohon dari pohon berakar di atas, salah satu
upapohon (subtree) yang terdapat pada pohon berakar terse-
but, yaitu:

V'={b,e f gnonp,q}

E'={(be) (b.f) (b.g) (e.n) (e,0) (g,p) (g.A)}

b adalah simpul akar
Derajat (degree) merupakan jumlah anak pada simpul. Misal,
simpul @ mempunyai derajat 3, simpul e mempunyai derajat 2,
simpul n mempunyai derajat 0.
Daun (leaf) merupakan simpul yang berderajat 0. Pada pohon
berakar tersebut yang merupakan daun adalah simpul n, o, f,
p,a,hrsjtulvw
Simpul dalam (Internal nodes) merupakan simpul yang mem-
punyai anak. Misal pada gambar subpohon di atas, b, ¢, dan
d merupakan simpul dalam karena masing-masing mempu-
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10.

84

nyai anak. Simpul b mempunyai anak yaitu e, f, dan g. Simpul
¢ mempunyai anak yaitu h, i, dan j. Simpul d mempunyai anak
yaitu k, |, dan m.

Tingkat (level). Akar mempunyai aras = 0, sedangkan aras sim-
pul lainnya = 1 + panjang lintasan dari akar ke simpul tersebut.
Pada gambar subpohon di atas, pohon berakar tersebut mem-
punyai tingkat (level) 3.

Jika banyaknya simpul = n, maka:

= Ketinggian minimum adalah H_ = INT(2log n) + 1.

= Ketinggian maksimum adalah N.

Contoh Gambar Tingkat dari Pohon Berakar (Rooted Tree)

Tinggi (height) atau kedalaman (depth). Aras maksimum sua-
tu pohon disebut tinggi atau kedalaman pohon tersebut. Atau
tinggi pohon adalah panjang maksimum lintasan dari akar ke
daun.
Contoh:
Dari pohon berakar pada gambar 5 di bawah diperoleh jumlah
simpul = 23, maka ketinggian minimumnya sebagai berikut:

H_=INT(2logn) +1

H_=INT(2log2)+1 = INT(2x1,36)+1

H =INT3)+1

H,=3+1=4
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Gambar Tinggi atau Kedalaman dari Pohon Berakar (Rooted Tree)

7.4 POHON M-ARY

Definisi 15:
Pohon m-ary penuh merupakan pohon berakar yang setiap simpul
cabangnya mempunyai paling banyak n buah anak.

Contoh 7:

Gambar Pohon 3-ary Penuh

Jumlah daun pada pohon m-ary penuh dengan tinggi h adalah n".
Jumlah daun pada pohon 3-ary penuh =32=9.

7.5 POHON BINER

Definisi 16:
Pohon yang setiap simpulnya memiliki paling banyak dua buah anak.




MATEMATIKA DISKRIT

Contoh 8:

(a) (b)

Pohon Biner Seimbang Pohon BinerTidak Seimbang

7.6 POHON EKSPRESI

Definisi 17:

Pohon Ekspresi (expression tree) adalah sebuah pohon biner (binary
tree) di mana daun menyatakan operand yang terdapat dalam ekspresi
aritmatika dan akar (termasuk simpul dalam) menyatakan operator
yang terdapat dalam ekspresi aritmatika tersebut.

Operator dalam ekspresi aritmatika dapat dibagi menjadi 2
jenis, yaitu: (1) binary operator (operator pasangan), dan (2) unary
operator (operator tunggal).

Binary operator adalah operator yang memiliki 2 buah ope-
rand (diapit oleh 2 buah operand), sedangkan unary operator ada-
lah operator yang hanya memiliki 1 buah operand (diikuti oleh se-
buah operand).

Operator-operator yang termasuk dalam binary operator ada-
lah operator penjumlahan (+), pengurangan (-), perkalian (*), pem-
bagian (/), modulo (mod), divisor (div), pemangkatan (*), operator
logika AND, operator logika OR, dan operator perbandingan (se-
perti operator lebih besar, lebih kecil, sama dengan, lebih besar
sama dengan, lebih kecil sama dengan, dan tidak sama dengan).

86 #



BAB 7 « GRAF POHON

Operator yang termasuk dalam unary operator adalah opera-
tor minus (-), operator faktorial (!), operator trigonometri (seper-
ti operator sinus, cosinus, tangen, cotangen, secan, dan cosecan),
operator logika NOT, operator exponential (exp) dan fungsi loga-
ritma (log).

Contoh 9:
Gambarkan pohon ekspresi (a—b) * (c/(d + e) * (f + g)

N
ANEA

/N
ava

f

Jawab:

Notasi/Penulisan Ekspresi Aritmatika

Notasi penulisan ekspresi aritmatika terdiri dari 3 bentuk, ya-

itu:
1. Infix
Bentuk infix merupakan bentuk penulisan normal dari ekspre-
si aritmatika. Suatu infix dapat berupa operand tunggal, atau
gabungan dari unary operator dengan infix, ataupun berupa
gabungan dari binary operator dengan dua buah infix.
Bentuk infix dari ekspresi aritmatika tersebut tidak mengubah
bentuk penulisan ekspresi.
Contoh:
Tentukan notasi infix dari pohon ekspresi: (a — b) * (c/(d +
e)*(f+g)
Jawab:
Bentuk infix-nya berupa:a-b*c/d+e*f+g
sy
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2. Prefix

Bentuk prefix merupakan cara/bentuk penulisan ekspresi arit-
matika di mana operator ditulis di depan dari operandnya. Su-
atu prefix dapat berupa operand tunggal, atau gabungan dari
unary operator dengan prefix, ataupun berupa gabungan dari
binary operator dengan dua buah prefix.

Contoh:

Tentukan notasi prefix dari pohon ekspresi: (a—b) * (c/(d +

e)*(f+g)

Jawab:

Bentuk prefix-nya berupa: * —ab/c* + de + fg

3. Postfix

Bentuk postfix merupakan cara/bentuk penulisan ekspresi
aritmatika di mana operator ditulis di belakang dari operand-
nya. Suatu suffix dapat berupa operand tunggal, atau gabung-
an dari suffix dengan unary operator, ataupun berupa gabung-
an dari dua buah suffix dengan binary operator.

Contoh 12

Tentukan notasi postfix dari pohon ekspresi: (@ — b) * (c/(d

+e)*(f+g)

Jawab:

Bentuk postfix-nya berupa: ab + cdefg ++*/

7.7 TRAVERSAL POHON BINER

Definisi 18:
Proses mengunjungi node tepat satu kali dan tiap node hanya boleh
memiliki maksimal 2 subtree yang disebut sebagai sub pohon kiri (left
subtree) dan sub pohon kanan (right subtree).

Penelusuran pohon biner biasanya digunakan untuk mencetak
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informasi yang ada pada simpul itu, atau melakukan perhitungan
secara matematik terhadap informasi yang tersimpan dalam sim-
pul tersebut.

Ada 3 macam penelusuran (traversal) pada pohon biner, yaitu:

Traversal pre-order
Proses dilakukan sebelum penelusuran dua subpohon (sub-
tree), sebagai berikut:

Gambar 12. Traversal Pre-Order

a. Kunjungiakar =R

b. Menelusuri subtree kiri dalam pre-order
=T,

c. Menelusuri subtree kanan dalam pre-
order=T,

Traversal in-order
Proses dilakukan di antara penelusuran dua subpohon (sub-
tree), sebagai berikut:

Gambar 13. Traversal In-Order °

a. Menelusuri subtree kiri dalam in-order

T, b c

b. Kunjungiakar=R

c. Menelusuri subtree kanan dalam in- — e
order=T, a

Traversal post-order
Proses dilakukan setelah penelusuran dua subpohon (subtree):

Gambar 14. Traversal Post-Order

a. Menelusuri subtree kiri dalam post-
order =T,

b. Menelusuri subtree kanan dalam
post-order =T,

c. Kunjungi akar=R
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Prinsip kerja penelusuran pada pohon biner sama dengan penulisan
ekspresi aritmatika.

= Traversal Pre-Order = Notasi Prefix

= Traversal In-Order = Notasi Infix

= Traversal Post-Order = Notasi Postfix

Contoh 10:
Gambarkan ke dalam penelurusan pohon biner (traversal po-
hon biner) untuk data masukan: (a—-b) * (c/d) + (e f) / g

o
o@lNo
© ED
ONOIONO,
Gambar pohon biner untuk data (a—b) * (c/d) + (e~ f) / g

Jawab:

Proses kunjungan dalam pohon biner, setiap simpul hanya di-
kunjungi tepat satu kali. Hasil dari traversal pohon adalah suatu
untai simpul pohon yang diurut secara linear.

Gambar traversal in-order pohon biner
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Gambar traversal post-order pohon biner

Contoh 11:

» Preorder traversal yields:
A, B, D C,EG,F H,I

= Postorder traversal yields:
D,B,G,E,H,IFC, A

» Inorder traversal yields:
D,B, A EG,C,H,F,I

» Levelorder traversal yields:
A,B,C,D EF G H,I

Binary Tree Pre, Post, Inorder and level order Traversing

S
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Latihan Soal

1. Perhatikan pohon ekspresi berikut:

Expression tree for 2*3/(2-1)+5%(4-1)

Tentukan notasi infix, prefix, dan postfix!

2. Buat sketsa pohon ekspresi yang merepresentasikan ekspre-
Si:
a. p/(g-r*(s+t)
b. (p+q)/r-(s+t*u)
c. ((x-y)2)-3)/(19 + (x * x)

3. Tentukan hasil penelusuran dari pohon ekspresi pada soal
no. 2 dalam bentuk pre-order, in-order, dan post-order.

4. Buat struktur pohon binar dari notasi postfix berikut ini, serta
tentukan notasi prefix dan infix-nya: A+ B-C*D"E-F/G*
H

5. Ada sebuah binary tree kosong, kemudian di-insert-kan: J R D
GTEMHPAFQ
a. Gambarkan binary tree-nya.
b. Tentukan in-order, post-order, dan pre-order-nya.

S
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